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COURS

Enoncer la loi faible des grands nombres.

Soit (Xg)ren: une suite de variables aléatoires sur (Q, A, IP). Pour tout n € N*, on note X, = — Z Xi.
n

St (Xi)ken: est une suite de variables aléatoires indépendantes, admettant toutes la méme espérance m et la méme variance o (Ceest le cas si elles

ont toutes la méme loi) alors : -
Ve >0, lim P([|X,—m|>¢])=0

EXERCICE 1
Sotent n € [[2;+oo] et X, Xy, ..., X, des variables aléatoires définies sur (Q, A, P), indépendantes et suivant toutes la méme loi de Bernoulli de
— 1
& . = — . Dé : . P .
paramétre p €]0; 1[. On note X, - ;Xk Démontrer : Ve > 0, P([|X, — p| > ¢]) < s

Soit € > 0. La variable aléatoire X, est une combinaison linéaire de variables aléatoires admettant une variance (car les X suit la loi de Bernoulli
de parametre p), donc X, admet une variance et, d'aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychey, licite car € > 0 :

V(X;)

P([X, —EX)| > ¢l) < =5

Or :

e X, admet une espérance (car admet une variance) et :
,I n
E|- X

W n
=) EX)
n
k=1
W n
- )P
k=1

E(X,)

/ linéarité de l'espérance

J vk € [1:n], Xe — Blp)

® puis :

=

=
I
<

J X1, ..., X, sont indépendantes

J Vk € [1:n], Xe — B(p)

On obtient ainsi : T |
A pit —p
P([IX, - p| > €]) <
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Enfin, une rapide étude de fonction permet d'établir : Vx € [0;1], x(1 — x) < T
Dot :

/N
NN

p(1—p)

Conclusion : P([|X, — p| > €]) <

EXERCICE 2

On considére une suite de variables aléatoires (Xi)ren+, indépendantes, suivant toutes la lot uniforme sur [0; 2]. Pour un entier naturel n € N*, on pose

M, = max(Xy, ..., X,).

1. Ecrire une fonction Python simule_M(n) qui renvoie une réalisation de M,

import numpy.random as rd

w

def simule_M(n):
L=[2%rd .random () for k in range(n)]
5 return max(L)

IS

2. Justifier que M, posseéde une espérance puis écrire une fonction Python esperance_M(n) qui renvoie une valeur approchée de E(M,) en

utilisant la lot faible des grands nombres.

e Puisque M,(Q) est borné (M,(Q) C [0; 2)), la variable aléatoire M, posséde une espérance (et méme une variance, pour appliquer la loi

faible des grands nombres...).

e Programme :

def esperance_M(n)
L=[simule_M (n) fo
return sum(L)/len

r k in range(10000)]
(L)

wooN

EXERCICE 3

1
Pour tout n € N, on considére une variable aléatoire X, suivant la loi exponentielle de paramétre 1+ —. Montrer que (X,),en+ converge en loi vers
n

une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parametre 1.

Notons, pour tout n € N*, F,, la fonction de répartition de X,, et F celle d'une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parametre 1.

On a, pour tout n € N* -

Yx €R, F(x) =

0 ’ six <0
1 — e (1+3)x six >0

ainst que :

0 stx <0
ER, F(X):{er’“ six >0

La fonction F est continue sur R, soit donc x € R.
e Six<O0:

On a, pour tout n € N*, F,(x) =0, doli :
lim F,(x)=0

n—+o0

e Six>0: ‘
On a, pour tout n € N*, F,(x) =1 — e (147 )x,

1 1
Or lim (1 + 7) =1, donc: lim — (1 + 7) x = —x. D'oli, par composition et opération :
n

n—+00 n—-+o00 n

lim 1—e (+a)x =1

n—+o00

On a donc établi :
Vx eR, lim F,(x)=F(x)

n—-+o00

Conclusion : la suite (X,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parametre 1.
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