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Cours

1. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.Soit X une variable aléatoire.Si X admet une variance, alors :
∀a ∈ R+

∗ , P
([|X − E(X )| ⩾ a]) ⩽ V(X )

a2
2. Loi faible des grands nombres.Soit (Xk )k∈N∗ une suite de variables aléatoires sur (Ω, A,P). Pour tout n ∈ N∗ , on note Xn = 1

n

n∑
k=1 Xk .

Si (Xk )k∈N∗ est une suite de variables aléatoires indépendantes, admettant toutes la même espérance m et la même variance σ2 (c’est le cassi elles ont toutes la même loi) alors :
∀ε > 0, lim

n→+∞
P
([|Xn − m| ⩾ ε]) = 0

3. Théorème central limite.Soit (Xk )k∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi (espérance notée m, variance σ 2 ̸= 0)On pose, pour tout n ∈ N∗ :
Xn = 1

n

n∑
k=1 Xk ; Xn

∗ = Xn − E(Xn)
σ (Xn) = √

nXn − m
σ

Dans ce cas, la suite (Xn
∗)

n∈N∗ converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi N (0; 1).
Exercice 1
On considère une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de paramètre p inconnu ainsi qu’un n-échantillon (X1, ..., Xn) de X . On note Xn lamoyenne empirique de cet échantillon.

1. Démontrer que Xn possède une espérance et une variance puis les déterminer.On sait que X1, ..., Xn admettent une espérance et une variance ; donc Xn également, comme combinaison linéaire de variables aléatoiresadmettant une espérance et une variance.Puis :
E(Xn) = E

( 1
n

n∑
k=1 Xk

)
linéarité de l’espérance, licite car pour tout k ∈ J1; nK, E(Xk ) existe

= 1
n

n∑
k=1 E(Xk )

= p

et :
V(Xn) = V

( 1
n

n∑
k=1 Xk

)
indépendance de X1, ..., Xn

= 1
n2

n∑
k=1 V(Xk )

= p(1 − p)
n

Conclusion : Xn admet une espérance et une variance et
E(Xn) = p ; V(Xn) = p(1 − p)

n
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2. Démontrer : ∀ε > 0, P
([Xn − ε ⩽ p ⩽ Xn + ε]) ⩾ 1 − 14nε2 .Soit ε > 0.D’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, licite car Xn admet une variance et que ε > 0 :

P
([|Xn − E(Xn)| ⩾ ε]) ⩽ V(Xn)

ε2Autrement dit :
P
([|Xn − p| ⩾ ε]) ⩽ p(1 − p)

nε2
Mais, on sait que la fonction x 7−→ x(1 − x) est majorée par 14 ; d’où :

P
([|Xn − m| ⩾ ε]) ⩽ 14nε2Or :

P
([|Xn − p| ⩾ ε]) = 1 −P

([|Xn − p| < ε])
ε > 0= 1 −P

([Xn − ε < p < Xn + ε])
D’où :

P
([Xn − ε < p < Xn + ε]) ⩾ 1 − 14nε2Enfin, on a [Xn − ε < p < Xn + ε] ⊂ [Xn − ε ⩽ p ⩽ Xn + ε] et par croissance de P, on obtient par transitivité :
P
([Xn − ε ⩽ p ⩽ Xn + ε]) ⩾ 1 − 14nε2

Conclusion : ∀ε > 0, P
([Xn − ε ⩽ p ⩽ Xn + ε]) ⩾ 1 − 14nε2 .

3. En déduire que [Xn −
√ 5

n , Xn +√ 5
n

] est un intervalle de confiance de p au niveau de confiance 95%.
✓ En notant Un = Xn −

√ 5
n et Vn = Xn −

√ 5
n , on sait déjà que Un et Vn sont des estimateurs de p (car fonctions d’un n-échantillon de Xdont les expressions ne font pas apparaître p) et que P([Un ⩽ Vn]) = 1.

✓ Montrons ensuite que P([p ∈
[

Xn −
√ 5

n , Xn +√ 5
n

]])
⩾ 0, 95.

On a :
P

([
p ∈

[
Xn −

√ 5
n , Xn +√ 5

n

]]) = P([Xn −
√ 5

n ⩽ p ⩽ Xn +√ 5
n

])
point précédent avec ε =√ 5

n
⩾ 1 − 120 = 0, 95

Conclusion :
[

Xn −
√ 5

n , Xn +√ 5
n

] est un intervalle de confiance de p au niveau de confiance 95%.

Exercice 2
On considère une urne composée d’une boule blanche et d’une boule noire. On effectue une succession de tirages dans l’urne : si on tire la boule boulenoire, on la remet dans l’urne en ajoutant une boule blanche ; si on tire une boule blanche, on s’arrête.On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués. Écrire une fonction Python permettant de simuler une réalisation de X .

1 impo r t numpy . random as rd
2
3 de f s imule_X ( ) :
4 b=1
5 X=1
6 whi le rd . random ( ) < 1 / ( b +1) : # 1 / ( b +1) = p r o b a d ’ o b t e n i r b o u l e n o i r e
7 n=n+1
8 X=X+1
9 r e t u r n X
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