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"‘ UX PROJECTEURS

DEFINITION 1 PROJECTEUR

Petite remarque
Soient £ un espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E). {T N

. . ‘identité et l'endomorphisme nul
On dit que f est un projecteur de E lorsque fof = f. sont deux projecteurs.

PROPRIETES 1

Soient £ un espace vectoriel de dimension finie et f un projecteur de E.
P1# Im(f) N ker(f) = {0}
P2# Im(f) = ker(f —id)

*
DEMONSTRATION :
P1# Montrons que Im(f) N ker(f) = {0}. Raisonnons par double-inclusion..

Immédiat, puisque Im(f) et ker(f) sont deux sous-espaces vectoriels de E.
Soit x € Im(f) N ker(f). Montrons que x = 0.

* Puisque x € Im(f), il existe z € E tel que x = f(z). Considérons un tel z.
% Puisque x € ker(f), on a f(x) = 0.
Ainst :

Mats f est un projecteur, donc f o f = f. D'ou :

Et on obtient alors :

f(z)=0
Or f(z) = x.. D'otr :
x=0 = Pour info...
Conclusion : si f est un projecteur, alors Im(f) N ker(f) = {0}. 4Fe résultat peut aussi se déduire
P2# Montrons que Im(f) = ker(f — id). Raisonnons par double-inclusion... du suivant..
Soit y € Im(f). Montrons que y & ker(f — id).
Puisque y & Im(f), il existe x € E tel que y = f(x). Considérons un tel x. Ensuite :
(f =id)(y) = fly) =y
Jy=1
=f(f(x)) = f(x)
=fof(x)—f(x
X —=7fx) J fof_t
=X —71lx)
=0
Par conséquent :
y € ker(f —id)
Dot :
Im(f) C ker(f —id)
Soit x € ker(f — id). Montrons que x € Im(f).
Puisque x € ker(f —id), on a :
(f—1d)(x) =0
Autrement dit :
f(x) = x
Par conséquent, x est bien l'image d'un élément de £ (lui-méme convient). Ainst :
x € Im(f)
Dot :
ker(f —id) C Im(f)
Conclusion : si f est un projecteur, alors Im(f) = ker(f — id).
*

Tout projecteur d'un espace vectoriel de dimension finie est diagonalisable.

*
DEMONSTRATION : Soient £ un espace vectoriel de dimension finie et f un projecteur de £. Montrons que f est diagonalisable.
Distinguons deux cas :
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e Si f est l'identité ou l'endomorphisme nul, alors f est diagonalisable.

e Sif n'est ni l'identité ni 'endomorphisme nul.

* Puisque f o f = f, le polyndme X? — X est annulateur de f. Par conséquent : les seules valeurs propres possibles de f
sont 0 et 1.
Montrons que O est valeur propre de f. Autrement dit, montrons que f n'est pas bijectif.

Raisonnons par l'absurde. Supposons que f est bijectif. Puisque f o f = f, en composant par =" on obtient : f = id.
Absurde.
Par conséquent : f n'est pas bijectif et donc O est valeur propre de f.

* Montrons que 1 est valeur propre de f. Autrement dit, montrons que f —id n'est pas bijectif.
Raisonnons par l'absurde. Supposons que f — id est bijectif. Puisque fof =f, on a (f —id) o f = 0. D'oli, en composant
par (f — ld)’1, on obtient : f = 0. Absurde.
Par conséquent : f — id n'est pas bijectif et donc 1 est valeur propre de f.

% 0 et 1 sont donc les valeurs propres de f; et notons Eq(f) et E1(f) les espaces propres associés aux valeurs propres 0

et 1 respectivement.
On a en fait :
Eo(f) = ker(f)
Et:
Eq(f) = ker(f — id
1) _ l:][](() o J propriétés 1 - P2

Or, d'apres le théoréme du rang :

dim (Im(f)) + dim ( ker(f)) = dim(E)
D'our :

dim (£4(f)) + dim (Eo(f)) = dim(E)

Conclusion : f est diagonalisable.

A

— Petite remarque

On conclut ict en utilisant la
CNS de diagonalisabilité qui est
HP. On pourrait s'en passer en
raisonnant autrement (mais c'est
plus long) :

e on note dy = dim (£4(f)) et
do = dim (Eo(f))

e il existe une famille libre (et
méme une base) de Eq(f) de
cardinal dy, de méme pour Eq(f),
de cardinal dy

o la concaténation de ces deux
familles libres est libre (concaté-

nation de familles libres de \W)}
associés a des VP différentes); et
elle est de cardinal di + do

o enfin, par théoreme du rang,

dq + do = dim(E)... donc la famille
mise en évidence est libre et de
cardinal égal a la dimension de
E : clest donc une base de E

o il existe donc une base de £
constituée de VP de f : f est
donc diagonalisable.
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