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Ce document regroupe quelques démonstrations de résultats qu’il est bon de travailler en vue des concours. Ces questions sont de deux natures :
• démonstration d’un résultat de cours (indiquée par ♥),
• démonstration d’un résultat classique aux écrits ou aux oraux (indiquée par ♠ s’il faut savoir la faire sans indication ou par ♣ si elle seraitguidée).Bien évidemment, il ne faut pas apprendre ces démonstrations... Il faut les travailler, les comprendre : l’objectif étant d’être en mesure de savoir lesrefaire ou de les adapter à des situations similaires.

Un conseil pour les travailler : pour chacune, résumer les étapes essentielles de la démonstration et les noter. Il faut ensuite se souvenir de cesétapes et être en mesure de gérer en autonomie ce qui se situe entre deux étapes consécutives.
Cette liste est non exhaustive et ne fait que compléter le travail des méthodes et exercices classiques au programme.
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Révisions de première année
Dans sa version matricielle, il estindispensable que les matrices Aet B commutent pour l’utiliser.

☞ Rappel...

1 ♥ Formule du binôme de Newton
Soient a, b ∈ R.Pour tout n ∈ N, on a : (a + b)n = n∑

k=0
(

n
k

)
akbn−k

⋆ Démonstration : Par récurrence...
• Initialisation. Pour n = 0 :D’une part : (a + b)0 = 1et d’autre part :

0∑
k=0
(0

k

)
ak b0−k = (00

)
a0b0

= 1L’initialisation est ainsi vérifiée.
• Hérédité. Soit n ∈ N. Supposons que (a + b)n = n∑

k=0
(

n
k

)
ak bn−k et montrons que (a + b)n+1 = n+1∑

k=0
(

n + 1
k

)
ak bn+1−k .

On a :(a + b)n+1 = (a + b)(a + b)n par hypothèse de récurrence= (a + b) n∑
k=0
(

n
k

)
ak bn−k

= n∑
k=0
(

n
k

)
ak+1bn−k + n∑

k=0
(

n
k

)
ak bn+1−k changement d’indice i = k + 1 dans la première somme

= n+1∑
i=1
(

n
i − 1

)
aibn−(i−1) + n∑

k=0
(

n
k

)
ak bn+1−k relation de Chasles, licite car n ⩾ 0 (si n = 0, alors les deuxsommes sont indexées sur un ensemble vide, donc nulles)= n∑

i=1
(

n
i − 1

)
aibn+1−i +(n

n

)
an+1b0 +(n0

)
a0bn+1 + n∑

k=1
(

n
k

)
ak bn+1−k

= n∑
k=1
((

n
k − 1

) + (n
k

) )
ak bn+1−k +(n

n

)
an+1b0 +(n0

)
a0bn+1 relation de Pascal

= n∑
k=1
(

n + 1
k

)
ak bn+1−k +(n

n

)
an+1b0 +(n0

)
a0bn+1 (

n
n

) = 1 = (n + 1
n + 1

) et (n0
) = 1 = (n + 10

)
= n∑

k=1
(

n + 1
k

)
ak bn+1−k +(n + 1

n + 1
)

an+1b0 +(n + 10
)

a0bn+1

= n+1∑
k=0
(

n + 1
k

)
ak bn+1−k

L’hérédité est ainsi établie.
• Conclusion : par récurrence, on a ainsi démontré : ∀n ∈ N, (a + b)n = n∑

k=0
(

n
k

)
ak bn−k .

⋆

2 ♠ La fameuse somme...
Pour tout n ∈ N, pour tout x ∈ R \ {1} :

n∑
k=1 kxk = x − (n + 1)xn+1 + nxn+2(1− x)2

Bien entendu, puisque le résultatest donné, on peut aussi procéderpar récurrence...
Petite remarque

⋆ Démonstration : Soit n ∈ N∗ . Considérons la fonction f : x 7−→
n∑

k=1 xk .
• La fonction f est polynomiale, donc dérivable sur R et, par linéarité de la dérivation :

∀x ∈ R, f ′(x) = n∑
k=1 kxk−1

Recueil de questions... - Page 3/39



• On sait également que pour tout x ∈ R \ {1} :
Pour simplifier les calculs, onn’utilise volontairement pas l’autreformule de somme géométrique
donnant directement n∑

k=p
xk ... On

ne met pas non plus sur mêmedénominateur !

♥ Astuce du chef ! ♥
f (x) = n∑

k=0 xk − 1
= 1− xn+11− x − 1

En dérivant sous cette forme, on a, pour tout x ∈ R \ {1} :
f ′(x) = −(n + 1)xn(1− x)− (1− xn+1)(−1)(1− x)2

= −(n + 1)xn + (n + 1)xn+1 + 1− xn+1(1− x)2
= 1− (n + 1)xn + nxn+1(1− x)2

On a ainsi :
∀x ∈ R \ {1}, n∑

k=1 kxk−1 = 1− (n + 1)xn + nxn+1(1− x)2
Conclusion : ∀x ∈ R \ {1}, n∑

k=1 kxk = x − (n + 1)xn+1 + nxn+2(1− x)2 .
⋆

3 ♥ Théorème de divergence monotone / Majoration d’une suite croissante convergente
Soit (un)n∈N une suite de réels.Q1 Si (un)n∈N est croissante et non majorée, alors (un)n∈N diverge vers +∞.
Q2 Si (un)n∈N est croissante et converge vers un réel ℓ , alors (un)n∈N est majorée par ℓ .

⋆ Démonstration :Q1.
• (un)n∈N majorée :
∃M ∈ R / ∀n ∈ N, un ⩽ M

• (un)n∈N diverge vers +∞ :
∀M ∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈
Jn0 ; +∞J, un ⩾ M

☞ Rappels...Supposons que (un)n∈N est croissante et non majorée. On a ainsi :
∀n ∈ N, un+1 ⩾ un ; ∀M ∈ R, ∃n0 ∈ N / un0 > MMontrons :

∀M ∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ Jn0; +∞J, un ⩾ MSoit M ∈ R.Puisque (un)n∈N n’est pas majorée par M , il existe n ∈ N tel que un > M . Notons n0 un tel entier.La suite (un)n∈N étant croissante, on obtient, par récurrence immédiate :
∀n ∈ Jn0; +∞J, un ⩾ un0D’où le résultat.Q2. Supposons que (un)n∈N est croissante et converge vers un réel ℓ . Montrons que (un)n∈N est majorée par ℓ .Raisonnons par l’absurde. Supposons alors que (un)n∈N n’est pas majorée par ℓ ; autrement dit, supposons qu’il existe n ∈ Ntel que un > ℓ . (un)n∈N majorée par ℓ :

∀n ∈ N, un ⩽ ℓ

☞ Rappel...

Notons n0 un tel entier.La suite (un)n∈N étant croissante, on obtient, par récurrence immédiate :
∀n ∈ Jn0; +∞J, un ⩾ un0Puis, en passant à la limite quand n → +∞ sur cette inégalité, on obtient :

ℓ ⩾ un0D’où la contradiction.Par conséquent : la suite (un)n∈N est majorée par ℓ .
⋆

4 ♥ Théorème des suites adjacentes
Deux suites adjacentes convergent et ont la même limite. J’insiste sur le "convergent et ontmême limite". On ne se contentepas de dire qu’elles ont la mêmelimite, ni qu’elles convergent. Il ya deux informations, les deux sontessentielles.

Important !

⋆ Démonstration : Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites adjacentes telles que :
✓ (un)n∈N est croissante
✓ (vn)n∈N est décroissante
✓ lim

n→+∞(vn − un) = 0 Prouver la convergence de (un)et (vn), pour écrire lim
n→+∞(vn −

un) = lim
n→+∞ vn − lim

n→+∞un . Latroisième hypothèse impliqueraalors qu’elles convergent vers lamême limite... Penser au théorèmede convergence monotone, puisque(un) et (vn) sont monotones...

♣ L'idée !

Puisque la suite (un)n∈N est croissante, la suite (−un)n∈N est décroissante. Or (vn)n∈N est décroissante, donc la suite (vn − un)n∈Nest décroissante.Mais, par hypothèse, la suite (vn − un)n∈N converge vers 0.Par conséquent : la suite (vn − un)n∈N est minorée par 0. Ainsi :
∀n ∈ N, vn ⩾ unOr :
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• (un)n∈N est croissante, elle est donc minorée par son premier terme ;
• (vn)n∈N est décroissante, elle est donc majorée par son premier terme.Par transitivité, on obtient ainsi :

∀n ∈ N, vn ⩾ u0 ; ∀n ∈ N, un ⩽ v0On a donc :
• (un)n∈N croissante et majorée (par v0),
• (vn)n∈N décroissante et minorée (par u0).Par théorème de convergence monotone, ces deux suites convergent respectivement vers des réels ℓ et ℓ ′ .On a aussi : lim

n→+∞(vn − un) = lim
n→+∞ vn − lim

n→+∞un (licite, car les deux limites en jeu sont finies)
= ℓ ′ − ℓMais, par hypothèse : lim

n→+∞(vn − un) = 0. D’où :
ℓ = ℓ ′Conclusion : les suites (un)n∈N et (vn)n∈N convergent vers la même limite. ⋆

5 ♠ Formule de Taylor avec reste intégral
Soient I un intervalle de R, a ∈ I et f une fonction définie sur I .Si f est de classe C∞ sur I , alors :

∀x ∈ I, ∀n ∈ N, f (x) = n∑
k=0

(x − a)k
k ! f (k )(a) + ∫ x

a

(x − t)n
n! f (n+1)(t)dt

⋆ Démonstration : Soit x ∈ I . Procédons par récurrence...
• Initialisation. Pour n = 0.On a : 0∑

k=0
(x − a)k

k ! f (k )(a) + ∫ x

a

(x − t)n
n! f ′(t)dt = (x − a)00! f (a) + ∫ x

a

(x − t)00! f ′(t)dt

= f (a) + ∫ x

a
f ′(t)dt

= f (a) + [f (t)]xa= f (a) + f (x)− f (a)= f (x)L’initialisation est ainsi vérifiée.
• Hérédité. Soit n ∈ N.

Supposons f (x) = n∑
k=0

(x − a)k
k ! f (k )(a)+∫ x

a

(x − t)n
n! f (n+1)(t)dt et montrons f (x) = n+1∑

k=0
(x − a)k

k ! f (k )(a)+∫ x

a

(x − t)n+1(n + 1)! f (n+2)(t)dt .
Par hypothèse de récurrence :

f (x) = n∑
k=0

(x − a)k
k ! f (k )(a) + ∫ x

a

(x − t)n
n! f (n+1)(t)dt

Procédons ensuite à une intégration par parties...
Posons :

∣∣∣∣∣∣ u : t 7−→ − (x − t)n+1(n + 1)!
v : t 7−→ f (n+1)(t) .

Les fonctions u et v sont C 1 sur le segment [a, x ] (ou [x ; a]) et pour tout t ∈ [a; x ] (ou [x ; a]) :
∣∣∣∣∣∣ u′(t) = (x − t)n

n!
v ′(t) = f (n+2)(t) .

On obtient alors :
f (x) = n∑

k=0
(x − a)k

k ! f (k )(a) + ∫ x

a

(x − t)n
n! f (n+1)(t)dt IPP

= n∑
k=0

(x − a)k
k ! f (k )(a) + [− (x − t)n+1(n + 1)! f (n+1)(t)]x

a
−
∫ x

a
− (x − t)n+1(n + 1)! f (n+2)(t)dt

= n∑
k=0

(x − a)k
k ! f (k )(a)− (x − x)n+1(n + 1)! f (n+1)(x) + (x − a)n+1(n + 1)! f (n+1)(a) + ∫ x

a

(x − t)n+1(n + 1)! f (n+2)(t)dt

= n+1∑
k=0

(x − a)k
k ! f (k )(a) + ∫ x

a

(x − t)n+1(n + 1)! f (n+2)(t)dt

L’hérédité est ainsi établie.Conclusion : si f est de classe C∞ sur I , alors :
∀x ∈ I, ∀n ∈ N, f (x) = n∑

k=0
(x − a)k

k ! f (k )(a) + ∫ x

a

(x − t)n
n! f (n+1)(t)dt

⋆
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6 ♣ Une intégrale classique
∀p, q ∈ N,

∫ 1
0 xp(1− x)qdx = p!q!(p + q + 1)!

⋆ Démonstration : Notons, pour tous p, q ∈ N, I(p, q) = ∫ 1
0 xp(1− x)qdx .

• Soit (p, q) ∈ N×N∗ . Commençons par une intégration par parties...
Posons :

∣∣∣∣∣∣ u : x 7−→ xp+1
p + 1

v : x 7−→ (1− x)q . Les fonctions u et v sont C 1 sur le segment [0; 1] et pour tout x ∈ [0; 1] : ∣∣∣∣ u′(x) = xp

v ′(x) = −q(1− x)q−1 .
D’où :

I(p, q) = ∫ 1
0 xp(1− x)qdx IPP

= [ xp+1
p + 1 (1− x)q]1

0 −
∫ 1

0 −q(1− x)q−1 xp+1
p + 1dx

p > 0 et q + 1 > 0, donc 0p = 0 et 0q+1 = 0
= q

p + 1
∫ 1

0 xp+1(1− x)q−1dx

= q
p + 1 I(p + 1, q − 1)

Puisque q ∈ N∗ , on obtient :
I(p + 1, q − 1) = p + 1

q I(p, q)
On a ainsi établi :

∀(p, q) ∈ N×N∗, I(p + 1, q − 1) = p + 1
q I(p, q)

• Par récurrence, démontrons : ∀p ∈ N, ∀q ∈ N, I(p, q) = p!q!(p + q + 1)! .
⋆ Initialisation. Pour p = 0 :Soit q ∈ N. On a :

I(0, q) = ∫ 1
0 (1− x)qdx

= [− (1− x)q+1
q + 1

]1
0= 1

q + 1Et : 0!q!(0 + q + 1)! = q!(q + 1)!
= 1

q + 1D’où :
I(0, q) = 1

q + 1L’initialisation est ainsi vérifiée.
⋆ Hérédité. Soit p ∈ N. Supposons : ∀q ∈ N, I(p, q) = p!q!(p + q + 1)! . Montrons : ∀q ∈ N, I(p + 1, q) = (p + 1)!q!(p + q + 2)! .Soit q ∈ N. D’après le point précédent, licite car p ∈ N et q + 1 ∈ N∗ , on a : On utilise le point précédent avec

q + 1 au lieu de q (licite, car
q ∈ N, donc q + 1 ∈ N∗) :

I(p + 1, q) = p + 1
q + 1 I(p, q + 1)

✘ Attention !

I(p + 1, q) = p + 1
q + 1 I(p, q + 1) hypothèse de récurrence, licite car q + 1 ∈ N= p + 1
q + 1 p!(q + 1)!(p + q + 2)!

= (p + 1)!q!(p + q + 2)!L’hérédité est ainsi établie.
Conclusion : ∀p, q ∈ N,

∫ 1
0 xp(1− x)qdx = p!q!(p + q + 1)! .

Comment retrouver l’expression de I(p, q) si elle n’est pas donnée ?
On a :

I(p, q) = q
p + 1 I(p + 1, q − 1)

= q
p + 1 q − 1

p + 2 I(p + 2, q − 2)
= q

p + 1 q − 1
p + 2 q − 2

p + 3 I(p + 3, q − 3)= ...
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= q
p + 1 q − 1

p + 2 q − 2
p + 3 × ... × 1

p + q I(p + q, 0)
I(p + q, 0) = ∫ 1

0 xp+qdx = 1
p + q + 1= q

p + 1 q − 1
p + 2 q − 2

p + 3 × ... × 1
p + q

1
p + q + 1

= q!(p + 1)(p + 2)...(p + q + 1)
= q!p!(p + q + 1)!

⋆

7 ♣ Sommes de Riemann à gauche (méthode des rectangles à gauche)
Soient a, b ∈ R tels que a < b et f une fonction définie sur [a; b].Pour tout n ∈ N∗ , on pose :
• pour tout k ∈ J0; nK, ak = a + k b − a

n

• Sn = b − a
n

n−1∑
k=0 f (ak )

Si la fonction f est C 1 sur le segment [a; b], alors la suite (Sn)n∈N∗ converge et :
lim

n→+∞Sn = ∫ b

a
f (t)dt

Schéma pour comprendre avec
a = 0, b = 1 et n = 5 :

0.2 0.4 0.6 0.8 1

1
Cf

La somme S5 est égale à lasomme des aires des 5 rec-tangles...

Important !

Puisque f est C 1 sur [a; b], elleest en particulier continue sur lesegment [a; b], d’où l’existence de∫ b

a
f (t)dt .

Petite remarque

⋆ Démonstration : Objectif : à l’aide du théorème d’encadrement, démontrer que
lim

n→+∞
∣∣∣∣∣Sn −

∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣∣ = 0
Soit n ∈ N∗ .

• Commençons par remarquer que a0 = a, an = b et que :
∀k ∈ J0; n − 1K, ak+1 − ak = b − a

n En fait, (ak )k∈ J0;nK fournit unesubdivision régulière à pasconstant égal à b − a
n du seg-ment [a; b].

Important !

• Ensuite :∣∣∣∣∣Sn −
∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣b − a

n

n−1∑
k=0 f (ak )− ∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣∣
= ∣∣∣∣∣n−1∑

k=0
b − a

n f (ak )− ∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣∣ premier point
= ∣∣∣∣∣n−1∑

k=0(ak+1 − ak )f (ak )− ∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣∣
= ∣∣∣∣∣n−1∑

k=0
∫ ak+1

ak
f (ak )dt −

∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣∣ relation de Chasles, avec a0 = a et an = b

= ∣∣∣∣∣n−1∑
k=0
∫ ak+1

ak
f (ak )dt −

n−1∑
k=0
∫ ak+1

ak
f (t)dt

∣∣∣∣∣ linéarité de la somme et de l’intégrale
= ∣∣∣∣∣n−1∑

k=0
∫ ak+1

ak

(
f (ak )− f (t))dt

∣∣∣∣∣ inégalité triangulaire sur la somme
⩽

n−1∑
k=0
∣∣∣∣∫ ak+1

ak

(
f (ak )− f (t))dt

∣∣∣∣ inégalité triangulaire sur l’intégrale,licite car : ∀k ∈ J0; n− 1K, ak ⩽ ak+1
⩽

n−1∑
k=0
∫ ak+1

ak

∣∣f (ak )− f (t)∣∣dt

• Majorons l’intégrale, et donc commençons par majorer l’intégrande...
⋆ Puisque f est de classe C 1 sur [a; b], la fonction f ′ est continue sur [a; b]. Par composition, la fonction |f ′| est égalementcontinue sur le segment [a; b]. Ainsi, d’après le théorème des bornes, elle admet un maximum, noté M , sur [a; b].On a donc :

∀x ∈ [a; b], |f ′(x)| ⩽ M
⋆ Ainsi :

✓ f dérivable sur [a; b] (car de classe C 1),
✓ ∀x ∈ [a; b], |f ′(x)| ⩽ M .
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D’après l’inégalité des accroissements finis, on a donc :
∀α, β ∈ [a; b], ∣∣f (α)− f (β)∣∣ ⩽ M|α − β|Soit k ∈ J0; n − 1K.Puisque ak ∈ [a; b] et que [ak , ak+1 ] ⊂ [a; b], on obtient d’après le point précédent :

∀t ∈ [ak , ak+1 ], ∣∣f (ak )− f (t)∣∣ ⩽ M|ak − t|Or, pour tout t ∈ [ak ; ak+1 ] :
|ak − t| ⩽ |ak − ak+1| = b − a

nD’où :
∀t ∈ [ak , ak+1 ], ∣∣f (ak )− f (t)∣∣ ⩽ M b− a

nAinsi, par croissance de l’intégrale, licite car ak ⩽ ak+1 , on obtient :∫ ak+1
ak

∣∣f (ak )− f (t)∣∣dt ⩽
∫ ak+1

ak

M(b − a)
n dt

Or : ∫ ak+1
ak

M(b − a)
n dt = (ak+1 − ak )M(b − a)

n

= M(b − a)2
n2

• Par transitivité, on vient d’établir :
∀k ∈ J0; n − 1K,

∫ ak+1
ak

∣∣f (ak )− f (t)∣∣dt ⩽ M(b − a)2
n2D’où, en sommant de 0 à n − 1 :

n−1∑
k=0
∫ ak+1

ak

∣∣f (ak )− f (t)∣∣dt ⩽ M(b − a)2
n Le cardinal de J0; n − 1K est n...✘ Attention !

On a ainsi établi :
∀n ∈ N∗, 0 ⩽

∣∣∣∣∣Sn −
∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣∣ ⩽ M(b − a)2
nOr : lim

n→+∞ M(b − a)2
n = 0D’où, par théorème d’encadrement :

lim
n→+∞

∣∣∣∣∣Sn −
∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣∣ = 0
Et ainsi : lim

n→+∞Sn = ∫ b

a
f (t)dt

Écrire un programme Pythonqui, pour une fonction donnéesur un intervalle [a, b] donné,calcule cette somme de Riemannà gauche...

✔ Pour s'entraîner...

⋆

8 ♣ Série logarithmique
Pour tout x ∈ [−1; 0], la série ∑

n⩾1
xn

n est convergente et +∞∑
n=1

xn

n = − ln(1− x).
⋆ Démonstration : Soit x ∈ [−1; 0].

Pour étudier ∑ kxk−1 , on a dé-
rivé n∑

k=0 xk ... Pour étudier ∑
k⩾1

xk

k ,
on primitive n∑

k=1 xk−1 ...

♣ L'idée !• Soit n ∈ N∗ . On a, pour tout t ∈ [x ; 0] :
n∑

k=1 tk−1 = n−1∑
i=0 ti

t ̸= 1
= 1− tn1− t

En intégrant de x à 0, licite car la fonction t 7−→
n∑

k=1 tk−1 est polynomiale donc continue sur le segment [x ; 0] :
∫ 0

x

n∑
k=1 tk−1dt = ∫ 0

x

1− tn1− t dt

Or, par linéarité de l’intégrale, on a :
⋆ d’une part :

Si on avait k − 1 = −1, alors ilfaudrait primitiver t 7−→ 1
t , qui seprimitive différemment...

✓ Rigueur !∫ 0
x

n∑
k=1 tk−1dt = n∑

k=1
∫ 0

x
tk−1dt

k − 1 ̸= −1
= n∑

k=1
[

tk

k

]0
x

= − n∑
k=1

xk

k

Recueil de questions... - Page 8/39



⋆ d’autre part : ∫ 0
x

1− tn1− t dt = ∫ 0
x

11− t dt −
∫ 0

x

tn1− t dt

= [− ln(1− t)]0x − ∫ 0
x

tn1− t dt

= ln(1− x)− ∫ 0
x

tn1− t dt

Par conséquent :
n∑

k=1
xk

k = − ln(1− x) + ∫ 0
x

tn1− t dt

• Montrons maintenant : lim
n→+∞

∫ 0
x

tn1− t dt = 0. Puisque t ∈ [x ; 0], tn n’est pas designe constant... On va travaillersur la valeur absolue de l’inté-grale.
✘ Attention !

Soit n ∈ N∗ .
⋆ Par inégalité triangulaire, licite car x ⩽ 0, on a :∣∣∣∣∣∫ 0

x

tn1− t dt
∣∣∣∣∣ ⩽ ∫ 0

x

∣∣∣∣ tn1− t

∣∣∣∣dt

Or, pour tout t ∈ [x ; 0] : ∣∣∣∣ tn1− t

∣∣∣∣ = |tn|
|1− t| 1− t > 0

= |t|n1− t t ⩽ 0, donc |t| = −t= (−t)n1− tPar conséquent : ∣∣∣∣∣∫ 0
x

tn1− t dt
∣∣∣∣∣ ⩽ ∫ 0

x

(−t)n1− t dt

⋆ Or :
∀t ∈ [x ; 0], 1− t ⩾ 1 Pour majorer une fraction à nu-mérateur positif, on minore sondénominateur.

☞ Rappel...D’où, par décroissance de la fonction inverse sur R+
∗ , et comme pour tout t ∈ [x ; 0], (−t)n ⩾ 0, on obtient :

∀t ∈ [x ; 0], (−t)n1− t ⩽ (−t)n
Puis, par croissance de l’intégrale, licite car x ⩽ 0 :∫ 0

x

(−t)n1− t dt ⩽
∫ 0

x
(−t)ndt

⋆ Ensuite, on a :∫ 0
x

(−t)ndt = [− (−t)n+1
n + 1

]0
x

= (−x)n+1
n + 1 0 ⩽ −x ⩽ 1, puis croissance de t 7−→ tn+1 sur R+ et n + 1 > 0...

⩽
1

n + 1
lim

n→+∞(−x)n+1 ne vaut pas tou-jours 0 quand x ∈ [−1; 0]... D’où lamanipulation à prévoir ici.En revanche, on sait bien que :
∀x ∈ [−1; 0], lim

n→+∞ (−x)n+1
n + 1 = 0

que l’on démontre grâce à l’enca-drement proposé ici et au théo-rème d’encadrement...

✘ Attention !

Des trois points précédents, on déduit :
∀n ∈ N∗, 0 ⩽

∣∣∣∣∣∫ 0
−1

tn1− t dt
∣∣∣∣∣ ⩽ 1

n + 1
Mais, lim

n→+∞ 1
n + 1 = 0. D’où, par théorème d’encadrement : lim

n→+∞
∣∣∣∣∣∫ 0

x

tn1− t dt
∣∣∣∣∣ = 0. Et ainsi :

lim
n→+∞

∫ 0
x

tn1− t dt = 0
On obtient finalement : lim

n→+∞
(
− ln(1− x) + ∫ 0

x

tn1− t dt
) = − ln(1− x)

Autrement dit : lim
n→+∞

( n∑
k=1

xk

k

) = − ln(1− x)
Conclusion : pour tout x ∈ [−1; 0], la série ∑

n⩾1
xn

n est convergente et +∞∑
n=1

xn

n = − ln(1− x).
⋆
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9 ♥ Propriétés d’une probabilité
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et A, B ∈ A.Q1 Si A ⊂ B, alors P(A) ⩽ P(B) (croissance de P)

Q2 P(A ∪ B) = P(A) +P(B)−P(A ∩ B) (formule de Poincaré)

⋆ Démonstration :Q1. Supposons que A ⊂ B. Écrire B comme l’union disjointede A et d’un autre évènement.
♣ L'idée !On a :

B = Ω ∩ B
A ∪ A = Ω= (A ∪ A) ∩ B distributivité de ∩ sur ∪= (A ∩ B) ∪ (A ∩ B)
A ⊂ B, donc A ∩ B = A= A ∪ (A ∩ B)Or, les évènements A et A ∩ B sont incompatibles, d’où :

P(B) = P(A) +P(A ∩ B)Et comme P(A ∩ B) ⩾ 0, on a bien :
P(A) ⩽ P(B)Q2. On a : Écrire A ∪ B comme l’union dis-jointe de A et d’un autre évène-ment.

♣ L'idée !

A ∪ B = Ω ∩ (A ∪ B)
A ∪ A = Ω= (A ∪ A) ∩ (A ∪ B) "factorisation" de ∪ sur ∩= A ∪ (A ∩ B)

A∪B = A∪(A∩B)... et à démontreren partant du membre de droite sibesoin.
À retenir...

Or, les évènements A et A ∩ B sont incompatibles. D’où :
P(A ∪ B) = P(A) +P(A ∩ B)Ensuite, d’après la formule des probabilités totales avec (A, A) comme système complet d’évènements, on a :
P(B) = P(A ∩ B) +P(A ∩ B)Par conséquent :
P(A ∩ B) = P(B)−P(A ∩ B)On obtient finalement :

P(A ∪ B) = P(A) +P(B)−P(A ∩ B)
⋆

10 ♥ Formule des probabilités totales
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et (Ai)i∈N une famille d’évènements.Si (Ai)i∈N est système complet d’évènements, alors, pour tout B ∈ A, la série ∑

i∈N

P(Ai ∩B) est convergente et :
P(B) = +∞∑

i=0 P(Ai ∩ B)
⋆ Démonstration : Supposons que (Ai)i∈N est un système complet d’évènements.Soit B ∈ A. On a : Écrire B comme union d’évène-ments deux à deux incompatibles...

♣ L'idée !

B = Ω ∩ B car (Ai)i∈N est un sce, donc +∞⋃
i=0 Ai = Ω= (+∞⋃

i=0 Ai

)
∩ B distributivité de ∩ sur ∪

= +∞⋃
i=0(Ai ∩ B)

Les évènements de cette union sont-ils deux à deux incompatibles ? Soient i, j ∈ N. Supposons que i ̸= j . On a :(Ai ∩ B) ∩ (Aj ∩ B) = (Ai ∩ Aj ) ∩ B par associativité et commutativité de ∩= ∅ ∩ B car (Ai)i∈N est un sce= ∅

L’union +∞⋃
i=0(Ai ∩ B) est donc une union d’évènements deux à deux incompatibles... D’où :

P

(+∞⋃
i=0(Ai ∩ B)) = +∞∑

i=0 P(Ai ∩ B)
Conclusion :

P(B) = +∞∑
i=0 P(Ai ∩ B)

⋆
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11 ♥ Probabilité conditionnelle
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et A ∈ A.Si P(A) ̸= 0, alors l’application PA : B 7−→ P(A ∩ B)

P(A) est une probabilité sur (Ω, A).
⋆ Démonstration : Supposons que P(A) ̸= 0. Il faut que :

• PA soit définie sur A, à valeursdans [0; 1],
• PA(Ω) = 1,
• si (Bn)n∈N est une suite d’évè-nements deux à deux incompa-
tibles, alors PA

(+∞⋃
n=0 Bn

) =
+∞∑
n=0PA(Bn) (cette dernière pro-
priété est appelée σ-additivité).

☞ Rappel...

• Soit B ∈ A. Puisque A est stable par intersection, on a A∩B ∈ A, ainsi P(A∩B) existe. Or P(A) ̸= 0, donc P(A ∩ B)
P(A) existe.Par conséquent : PA est une application définie sur A.

• Soit B ∈ A.
⋆ PA(B) est le quotient de deux réels positifs, donc : PA(B) ⩾ 0.
⋆ Ensuite, on sait que A ∩ B ⊂ A. D’où, par croissance de P (qui est une probabilité) :

P(A ∩ B) ⩽ P(A)Puis, en divisant par P(A) ̸= 0, on obtient :
PA(B) ⩽ 1Par conséquent : PA est à valeurs dans [0; 1].

• Puis :
PA(Ω) = P(A ∩ Ω)

P(A)
= P(A)
P(A)= 1

• Enfin, considérons (Bn)n∈N une suite d’évènements deux à deux incompatibles. On a :
PA

(+∞⋃
n=0 Bn

) = P

(
A ∩

+∞⋃
n=0 Bn

)
P(A) distributivité de ∩ sur ∪

= P

(+∞⋃
n=0(A ∩ Bn))
P(A)

Montrons que la famille (A ∩ Bn)n∈N est une suite d’évènements deux à deux incompatibles. Soient i, j ∈ N. Supposons i ̸= j .On a : (A ∩ Bi) ∩ (A ∩ Bj ) = A ∩ (Bi ∩ Bj ) par associativité et commutativité de ∩= A ∩∅ car (Bn)n∈N est une famille d’évènements deux à deux incompatibles= ∅La famille (A ∩ Bn)n∈N est donc une famille d’évènements deux à deux incompatibles. D’où, en reprenant, puisque P est uneprobabilité :
PA

(+∞⋃
n=0 Bn

) =
+∞∑
n=0P(A ∩ Bn)

P(A)
= +∞∑

n=0
P(A ∩ Bn)
P(A)

= +∞∑
n=0PA(Bn)

Conclusion : si P(A) ̸= 0, alors l’application PA est une probabilité sur (Ω, A). ⋆

12 ♥ Variance d’une VA suivant la loi G (p)
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur (Ω, A,P). Soit p ∈]0; 1[.Si X ↪→ G (p), alors X admet une variance et V(X ) = 1− p

p2 .
⋆ Démonstration : Supposons X ↪→ G (p).

On admet que X possède une espérance égale à 1
p . Ensuite : Si X ↪→ G (p), alors :

• X (Ω) = N∗

• ∀n ∈ N∗, P
([X = n]) =

p(1− p)n−1 .

☞ Rappel...

• Par théorème de transfert :
X admet un moment d’ordre 2 si, et seulement si, la série ∑

n∈X (Ω) n
2P([X = n]) est absolument convergente

si, et seulement si, la série ∑
n⩾1 n2P([X = n]) est convergente, car il s’agit d’une série à

terme général positif
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• Soit N ∈ N, suffisamment proche de +∞. On a :
N∑

n=1 n2P([X = n]) = N∑
n=1 n2p(1− p)n−1

= p
N∑

n=1
(
n(n − 1) + n

)(1− p)n−1 linéarité de la somme
= p(1− p) N∑

n=1 n(n − 1)(1− p)n−2 + p
N∑

n=1 n(1− p)n−1
Or, p ∈]0; 1[, donc 1 − p ∈] − 1; 1[. Ainsi les séries ∑

n⩾1 n(n − 1)(1 − p)n−2 et ∑
n⩾1 n(1 − p)n−1 sont des séries géométriques

convergentes.Par conséquent, la série ∑
n⩾1 n2P([X = n]) est une combinaison linéaire de séries convergentes, elle est donc également

convergente.
• On en déduit que X admet un moment d’ordre 2 et :

E(X 2) = +∞∑
n=1 n2P([X = n])

= p(1− p) +∞∑
n=1 n(n − 1)(1− p)n−2 + p

+∞∑
n=1 n(1− p)n−1

= p(1− p) 2(1− (1− p))3 + E(X )
= 2(1− p)

p2 + 1
p

= 2− p
p2

• Ainsi, d’après la formule de Koenig-Huygens, X admet une variance et : A l’oral, on dit "variance égalemoment d’ordre 2 moins carré del’espérance".
♥ Astuce du chef ! ♥

V(X ) = E(X 2)− (E(X ))2
= 2− p

p2 − 1
p2

= 1− p
p2

Conclusion : X admet une variance et V(X ) = 1− p
p2 .

⋆

13 ♣ Autour de la trace d’une matrice
Définition. Soient n ∈ J2; +∞J et A = (ai,j )i,j∈J1;nK ∈ Mn(R). On appelle trace de A, notée tr(A), le réel défini
par : tr(A) = n∑

i=1 ai,i . La trace d’une matrice carréeest la somme de ses coefficientsdiagonaux.
Autrement dit :

Résultats.Q1. Pour tous λ, µ ∈ R et toutes matrices A, B ∈Mn(R), on a tr(λA + µB) = λtr(A) + µtr(B).Q2. Pour toutes matrices A, B ∈Mn(R), on a tr(AB) = tr(BA).
⋆ Démonstration :Q1. Soient λ, µ ∈ R et A, B ∈Mn(R). Notons C = λA + µB ainsi que A = (ai,j )i,j∈J1;nK , B = (bi,j )i,j∈J1;nK et C = (ci,j )i,j∈J1;nK .Par définition de la multiplication scalaire et de l’addition matricielle, on a :

∀i, j ∈ J1; nK, ci,j = λai,j + µbi,jPar conséquent : tr(λA + µB) = tr(C )
= n∑

k=1 ck,k

= n∑
k=1(λak,k + µbk,k ) linéarité de la somme

= λ
n∑

k=1 ak,k + µ
n∑

k=1 bk,k

= λtr(A) + µtr(B)Q2. Soient A, B ∈ Mn(R). Notons C = AB et D = BA ainsi que A = (ai,j )i,j∈J1;nK , B = (bi,j )i,j∈J1;nK , C = (ci,j )i,j∈J1;nK et
D = (di,j )i,j∈J1;nK .Par définition de la multiplication matricielle, on a :

∀i, j ∈ J1; nK, ci,j = n∑
k=1 ai,k bk,j ; di,j = n∑

k=1 bi,k ak,j
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Par conséquent : tr(AB) = tr(C )
= n∑

i=1 ci,i

= n∑
i=1

n∑
k=1 ai,k bk,i

Également : tr(BA) = tr(D)
= n∑

i=1 di,i

= n∑
i=1

n∑
k=1 bi,k ak,i

Enfin :
tr(AB) = n∑

i=1
n∑

k=1 ai,k bk,i

= ∑
1⩽i,k⩽n

ai,k bk,i

= n∑
k=1

n∑
i=1 bk,iai,k les indices des sommes sont muets

= n∑
i=1

n∑
k=1 bi,k ak,i

= tr(BA)

On peut toujours permuter deuxsommes finies. Il faut en revancheparfois veiller aux indices quipeuvent dépendre l’un de l’autre.Dans ce cas, ne pas hésiter àréécrire les deux sommes sous laforme d’une somme double avant.En gros, le schéma est le suivant :∑
i

∑
j

=∑
i,j=∑
j

∑
i

➠Ré�exe !

On en déduit que si M et N sontsemblables, alors tr(M) = tr(N).En effet, si M et N sont sem-blables, il existe P inversible telleque M = PNP−1 .Ainsi, en utilisant tr(AB) = tr(BA),avec A = P−1 et B = NP , on a :tr(M) = tr(P−1NP)= tr(NPP−1)= tr(N).

☞ Pour info...

⋆

14 ♣ Matrices stochastiques
Définition. On dit qu’une matrice carrée est stochastique lorsque ses coefficients sont positifs ou nuls et que lasomme des coefficients de chaque ligne est égale à 1.Résultat. Le produit de deux matrices stochastiques est une matrice stochastique.

⋆ Démonstration : Soient n ∈ N∗ et A, B ∈Mn(R) deux matrices stochastiques. Notons C = AB et C = (ci,j )i,j∈J1;nK .
• C est bien une matrice carrée...
• On a, pour tous i, j ∈ J1; nK : ci,j = n∑

k=1 ai,k bk,j . Or A et B sont stochastiques, donc leurs coefficients sont positifs.
Par conséquent :

∀i, j ∈ J1; nK, ci,j ⩾ 0
• Également, pour tout i ∈ J1; nK :

n∑
j=1 ci,j = n∑

j=1
n∑

k=1 ai,k bk,j permutation des sommes
= n∑

k=1
n∑

j=1 ai,k bk,j

= n∑
k=1 ai,k

n∑
j=1 bk,j

B est stochastique
= n∑

k=1 ai,k
A est stochastique= 1Par conséquent , C est stochastique.

⋆
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Chapitre 1 - Compléments sur les suites et les séries
15 ♣ Équivalent de la suite des sommes partielles de la série harmonique
On a :

n∑
k=1

1
k ∼

n→+∞ ln(n)
⋆ Démonstration :

On utilise une comparaison sé-rie/intégrale pour déterminer unéquivalent de la suite des sommespartielles d’une série divergente,ou un équivalent du reste d’unesérie convergente.

⋆ Classique ! ⋆

Pour tout n ∈ J2; +∞J, on pose Sn = n∑
k=1

1
k .

Soit n ∈ J2; +∞J.
• Soit k ∈ J1; nK. Par décroissance de la fonction inverse sur R+

∗ , donc sur [k ; k + 1], on a :1
k + 1 ⩽

1
x ⩽

1
kPuis, par croissance de l’intégrale, licite car k ⩽ k + 1 :∫ k+1

k

1
k + 1dx ⩽

∫ k+1
k

1
x dx ⩽

∫ k+1
k

1
k dx

Il est toujours agréable de voirdes schémas sur la copie, cetteétape en est l’occasion...
On aime...

Autrement dit : 1
k + 1 ⩽ ln(k + 1)− ln(k ) ⩽ 1

k
On retient la méthode mise enplace pour établir cet encadre-ment classique !

À retenir...

• On a donc :
∀k ∈ J1; nK, 1

k + 1 ⩽ ln(k + 1)− ln(k ) ⩽ 1
kD’où, en sommant de 1 à n − 1, licite car n ⩾ 2, et par télescopage :

n−1∑
k=1

1
k + 1 ⩽ ln(n) ⩽ n−1∑

k=1
1
k

Or :
⋆ Avec le changement d’indice i = k + 1, on a :

n−1∑
k=1

1
k + 1 = n∑

i=2
1
i= Sn − 1

⋆ et :
n−1∑
k=1

1
k = Sn −

1
n

D’où :
Sn − 1 ⩽ ln(n) ⩽ Sn −

1
n

• ⋆ De l’inégalité de gauche, on déduit :
Sn ⩽ ln(n) + 1

⋆ De l’inégalité de droite, on déduit : ln(n) + 1
n ⩽ Sn

• On obtient ainsi : ln(n) + 1
n ⩽ Sn ⩽ ln(n) + 1Et, comme n ⩾ 2, on a ln(n) > 0. D’où : 1 + 1

n ln(n) ⩽
Snln(n) ⩽ 1 + 1ln(n)On a finalement établi :

∀n ∈ J2; +∞J, 1 + 1
n ln(n) ⩽

Snln(n) ⩽ 1 + 1ln(n)Mais : lim
n→+∞

(1 + 1
n ln(n)

) = 1 = lim
n→+∞

(1 + 1ln(n)
)

Par théorème d’encadrement, on conclut lim
n→+∞ Snln(n) = 1 et ainsi :

Sn ∼
n→+∞ ln(n)

Conclusion : n∑
k=1

1
k ∼

n→+∞ ln(n).
⋆
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Chapitre 2 - Couples de variables aléatoires discrètes
16 ♥ Stabilité des lois de Poisson
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé, λ, µ ∈ R+

∗ ainsi que X, Y deux variables aléatoires sur (Ω, A,P).Si X et Y sont indépendantes telles que X ↪→ P(λ) et Y ↪→ P(µ) ; alors : X + Y ↪→P(λ + µ).
⋆ Démonstration :
• Puisque X ↪→P(λ) et Y ↪→P(µ), on a : X (Ω) = N et Y (Ω) = N.Par conséquent : (X + Y )(Ω) ⊂ N.

On ne peut pas conclure surl’égalité pour l’instant... En effet,on sait qu’il existe au moins uneissue réalisant [X = 0], et aumoins une réalisant [Y = 0]...Mais rien ne dit qu’il y a bien aumoins une issue commune à cesdeux évènements.

⋆Subtil...⋆

• Soit n ∈ N. D’après la formule des probabilités totales, avec ([X = k ])k∈N comme système complet d’évènements, on a :

On veut remplacer P([X = k ]) et
P
([Y = n − k ])...Et si Z ↪→P(λ), alors, pour tout

z ∈ R :
P
([Z = z]) = {e−λ λz

z! si z ∈ N0 si z ̸∈ NDe façon générale, quand onveut remplacer une probabilité
P

([Z = z]), on regarde toujourssi z ∈ Z (Ω) ou non !

✘ Attention !

P
([X + Y = n]) = +∞∑

k=0P
([X + Y = n] ∩ [X = k ])

= +∞∑
k=0P

([Y = n − k ] ∩ [X = k ]) indépendance de X et Y

= +∞∑
k=0P

([Y = n − k ])P([X = k ])
∀k ∈ N : n − k ∈ Y (Ω) ⇐⇒ k ⩽ nDonc : ∀k ∈ Jn + 1; +∞J, P

([Y = n − k ]) = 0.
∀k ∈ N, k ∈ X (Ω)= n∑

k=0 e−µ µn−k(n − k )! e−λ λk

k !
= e−(µ+λ) n∑

k=0
1

k !(n − k )! λk µn−k

= 1
n! e−(λ+µ) n∑

k=0
(

n
k

)
λk µn−k formule du binôme de Newton

= 1
n! e−(λ+µ)(λ + µ)n

• Pour finir, montrons que (X + Y )(Ω) = N.
⊂ Déjà établie.
⊃ Soit n ∈ N. D’après ce qui précède : P([X + Y = n]) = 1

n! e−(λ+µ)(λ + µ)n . Ainsi : On sait que
A = ∅ =⇒ P(A) = 0et donc sa contraposée :
P(A) ̸= 0 =⇒ A ̸= ∅Les réciproques sont fausses(penser aux évènements quasi-impossibles).

✘ Attention !

P
([X + Y = n]) ̸= 0Par conséquent : [X + Y = n] ̸= ∅Et donc :
n ∈ (X + Y )(Ω)D’où l’inclusion recherchée. Voici comment on justifie rapi-dement l’autre inclusion une foisles probabilités connues. Son ca-ractère simple et indépendant ducontexte justifie que cette étapen’est, en pratique, pas indispen-sable...

♣ Méthode !

Conclusion : (X + Y )(Ω) = N et pour tout n ∈ N, P([X + Y = n]) = e−(λ+µ) (λ + µ)n
n! .Ainsi : X + Y ↪→P(λ + µ). ⋆

17 ♠ Minimum de VA indépendantes suivant une loi géométrique
Soit (Ω, A,P) un espace probabilisé. Soient p ∈]0; 1[, q = 1− p ainsi que X et Y deux variables aléatoires sur(Ω, A,P). On pose M = min(X, Y ) et on admet que M est une variable aléatoire sur (Ω, A,P).Si X et Y sont indépendantes et que : X ↪→ G (p) et Y ↪→ G (p) ; alors la variable aléatoire M suit la loigéométrique de paramètre 1− q2 .

⋆ Démonstration :
• Puisque X et Y suivent des lois géométriques, on a : X (Ω) = N∗ et Y (Ω) = N∗ . Par conséquent : M(Ω) ⊂ N∗ . On ne peut pas encore concluresur l’égalité...

⋆Subtil...⋆

On travaille sur [M > n]), facileà interpréter... L’objectif étantd’obtenir P([M = n]), il faudra unlien entre [M = n] et [M > n].
♣ L'idée !• Soit n ∈ N. On a : [M > n] = [X > n] ∩ [Y > n]Ainsi :

P
([M > n]) = P([X > n] ∩ [Y > n]) indépendance de X et Y= P([X > n])P([Y > n])

X et Y suivent la même loi= (P([X > n]))2
Or X (Ω) = N∗ , donc :

[X > n] = +∞⋃
k=n+1[X = k ]
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Ainsi, par incompatibilité des évènements de la famille ([X = k ])k∈N∗ , la série ∑
k⩾n+1P

([X = k ]) est convergente et :
P
([X > n]) = +∞∑

k=n+1P
([X = k ])

= n∑
k=n+1 qk−1p changement d’indice i = k − (n + 1)

= p
+∞∑
i=0 qi+n

= pqn 11− q p = 1− q= qnOn obtient ainsi :
P
([M > n]) = (1− (1− qn))2

= q2n

• Soit ensuite n ∈ N∗ .
⋆ On a : [M ⩾ n] = [M = n] ∪ [M > n]Or, les évènements [M = n] et [M > n] sont incompatibles, d’où : L’obtention de P([M = n]) =

P
([M ⩾ n − 1]) − P([M ⩾ n])est un grand classique, à maitriserparfaitement sans oublier d’argu-ment !

⋆ Classique ! ⋆

P
([M ⩾ n]) = P([M = n]) +P([M > n])

⋆ Et ainsi :
P
([M = n]) = P([M ⩾ n])−P([M > n])

M est à valeurs entières= P([M > n − 1])−P([M > n]) résultat encadré, licite car n − 1, n ∈ N (n ∈ N∗)= q2n−2 − q2n

= q2n−2(1− q2)= (1− (1− q2))n−1(1− q2)
• Pour finir, montrons que M(Ω) = N∗ .
⊂ Déjà établie.
⊃ Soit n ∈ N∗ . D’après ce qui précède : P([M = n]) = (1− (1− q2))n−1(1− q2). Ainsi :

P
([M = n]) ̸= 0Par conséquent : [M = n] ̸= ∅Et donc :
n ∈ M(Ω)D’où l’inclusion recherchée.

On sait que
A = ∅ =⇒ P(A) = 0et donc sa contraposée :
P(A) ̸= 0 =⇒ A ̸= ∅Les réciproques sont fausses(penser aux évènements quasi-impossibles).

✘ Attention !

Conclusion : M(Ω) = N∗ et pour tout n ∈ N∗ , P([M = n]) = (1− (1− q2))n−1(1− q2).Ainsi : M ↪→ G (1− q2). ⋆

18 ♥ Somme de VA indépendantes de loi de Bernoulli
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé, p ∈]0; 1[ et (Xk )k∈N∗ une suite de variables aléatoires sur (Ω, A,P).Si (Xk )k∈N∗ est une suite de variables aléatoires indépendantes telles que : ∀k ∈ N∗, Xk ↪→ B(p) ; alors :

∀n ∈ N∗,
n∑

k=1 Xk ↪→ B(n; p)
⋆ Démonstration : Donnons deux démonstrations de ce résultat. Pour tout n ∈ N∗ , notons Sn = n∑

k=1 Xk .
1. Démonstration 1.

• Soit n ∈ N∗ . On sait que pour tout k ∈ J1; nK, Xk (Ω) = {0; 1}, donc Sn(Ω) ⊂ J0; nK.
• Démontrons par récurrence : On pense à une récurrencepuisque Sn+1 = Sn + Xn+1 ...

Petite remarque

∀n ∈ N∗, ∀k ∈ J0; nK, P
([Sn = k ]) = (n

k

)
pk (1− p)n−k

⋆ Initialisation. Pour n = 1 :On a S1 = X1 . D’où :
P
([S1 = 0]) = 1− p

= (10
)

p0(1− p)1−0
et :

P
([S1 = 1]) = p

= (11
)

p1(1− p)1−1
L’initialisation est ainsi vérifiée.
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⋆ Hérédité. Soit n ∈ N∗ .Supposons "∀k ∈ J0; nK, P
([Sn = k ]) = (n

k

)
pk (1− p)n−k " ;

et montrons "∀k ∈ J0; n + 1K, P
([Sn+1 = k ]) = (n + 1

k

)
pk (1− p)n+1−k ".Soit k ∈ J0; n + 1K. Remarquons que Sn+1 = Sn + Xn+1 . On a alors :

P
([Sn+1 = k ]) = P([Sn + Xn+1 = k ]) formule des probabilités totales avec([Xn+1 = 0], [Xn+1 = 1]) comme sce= P([Sn + Xn+1 = k ] ∩ [Xn+1 = 0]) +P([Sn + Xn+1 = k ] ∩ [Xn+1 = 1])= P([Sn = k ] ∩ [Xn+1 = 0]) +P([Sn = k − 1] ∩ [Xn+1 = 1])

X1, ..., Xn+1 sont indépendantes donc, par lemmedes coalitions, Sn et Xn+1 sont indépendantes= P([Sn = k ])P([Xn+1 = 0]) +P([Sn = k − 1])P([Xn+1 = 1])= (1− p)P([Sn = k ]) + pP
([Sn = k − 1])

P
([Sn = i]) = 0 si i ̸∈ J0; nK...✘ Attention !Distinguons maintenant trois cas :

⋄ Si k = 0 :Dans ce cas, P([Sn = k − 1]) = P([Sn = −1]) = 0, car Sn(Ω) ⊂ J0; nK.Et alors :
P
([Sn+1 = 0]) = (1− p)P([Sn = 0]) par hypothèse de récurrence= (1− p)(n0

)
p0(1− p)n

= (n + 10
)

p0(1− p)n+1
⋄ Si k = n + 1 :Dans ce cas, P([Sn = k ]) = P([Sn = n + 1]) = 0, car Sn(Ω) ⊂ J0; nK.Et alors :

P
([Sn+1 = n + 1]) = pP

([Sn = n]) hypothèse de récurrence= p
(

n
n

)
pn(1− p)0

= (n + 1
n + 1

)
pn+1(1− p)n+1−(n+1)

⋄ Si k ∈ J1; nK.On obtient :
P
([Sn+1 = k ]) = (1− p)P([Sn = k ]) + pP

([Sn = k − 1]) hypothèse de récurrence, avec k, k − 1 ∈ J0; nK= (1− p)(n
k

)
pk (1− p)n−k + p

(
n

k − 1
)

pk−1(1− p)n−(k−1)
= ((n

k

)+( n
k − 1

))
pk (1− p)n+1−k triangle de Pascal

= (n + 1
k

)
pk (1− p)n+1−k

Dans les trois cas, on a bien établi :
P
([Sn+1 = k ]) = (n + 1

k

)
pk (1− p)n+1−k

L’hérédité est ainsi établie.
⋆ Conclusion : ∀n ∈ N, ∀k ∈ J0; nK, P

([Sn = k ]) = (n
k

)
pk (1− p)n−k .

• D’après le point précédent, on a également : ∀n ∈ N∗, ∀k ∈ J0; nK, P
([Sn = k ]) ̸= 0.D’où :

∀n ∈ N∗, ∀k ∈ J0; nK, [Sn = k ] ̸= ∅

On sait que
A = ∅ =⇒ P(A) = 0et donc sa contraposée :
P(A) ̸= 0 =⇒ A ̸= ∅Les réciproques sont fausses(penser aux évènements quasi-impossibles).

✘ Attention !

Et ainsi :
∀n ∈ N∗, J0; nK ⊂ Sn(Ω)Conclusion : pour tout n ∈ N∗ , Sn ↪→ B(n; p).2. Démonstration 2.

• Soit n ∈ N∗ .
⋆ On sait que pour tout k ∈ J1; nK, Xk (Ω) = {0; 1}, donc Sn(Ω) ⊂ J0; nK.
⋆ Soit k ∈ J0; nK.

[Sn = k ] est réalisé si, et seulement si, la somme des réalisations des variablesaléatoires X1, ..., Xn est égale à k ∀i ∈ J1; nK, Xi(Ω) = {0; 1}si, et seulement si, k des n variables aléatoires X1, ..., Xnprennent 1 comme valeur, les autresprennent 0
L’évènement [Sn = k ] est alors constitué de (n

k

) issues différentes ayant toutes la même probabilité d’apparition,
égale à la probabilité P(( k⋂

i=1[Xi = 1]) ∩( n⋂
i=k+1[Xi = 0])).

Or, par indépendance des variables aléatoires X1, X2, ..., Xn , on a :
P

(( k⋂
i=1[Xi = 1]) ∩( n⋂

i=k+1[Xi = 0])) = ( k∏
i=1P

([Xi = 1])) ×

( n∏
i=k+1P

([Xi = 0]))
∀i ∈ J1; nK, Xi ↪→B(p)= pk (1− p)n−k Si a et b sont des entierstels que a ⩽ b, alors :Card(Ja; bK

) = b − a + 1
☞ Rappel...
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Par conséquent :
P
([Sn = k ]) = (n

k

)
pk (1− p)n−k

• D’après le point précédent, on a également : ∀n ∈ N∗, ∀k ∈ J0; nK, P
([Sn = k ]) ̸= 0.D’où :

∀n ∈ N∗, ∀k ∈ J0; nK, [Sn = k ] ̸= ∅ On sait que
A = ∅ =⇒ P(A) = 0et donc sa contraposée :
P(A) ̸= 0 =⇒ A ̸= ∅Les réciproques sont fausses(penser aux évènements quasi-impossibles).

✘ Attention !

Et ainsi :
∀n ∈ N∗, J0; nK ⊂ Sn(Ω)Conclusion : pour tout n ∈ N∗ , Sn ↪→ B(n; p).

⋆

19 ♣ Inégalité de Cauchy-Schwarz pour la covariance
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et X, Y deux variables aléatoires discrètes sur (Ω, A,P).Si X et Y admettent une variance, alors : (Cov(X, Y ))2 ⩽ V(X )V(Y )

⋆ Démonstration : Supposons que X et Y admettent une variance.Soit t ∈ R. La variable aléatoire tX + Y est une combinaison linéaire de deux variables aléatoires admettant une variance, parconséquent, elle admet également une variance et :
V(tX + Y ) = V(tX ) + 2Cov(tX , Y ) + V(Y ) linéarité à gauche de la covariance= t2V(X ) + 2tCov(X, Y ) + V(Y )Distinguons deux cas :

• Si V(X ) = 0.Dans ce cas, d’après ce qui précède :
∀t ∈ R, V(tX + Y ) = 2tCov(X, Y ) + V(Y )Or, on sait qu’une variance est toujours positive, d’où :
∀t ∈ R, 2tCov(X, Y ) + V(Y ) ⩾ 0Ce qui n’est possible que si Cov(X, Y ) = 0.

Une fonction affine de signeconstant est une fonctionconstante... On peut le justi-fier rapidement en raisonnantpar l’absurde en supposant queCov(X, Y ) ̸= 0...

Pourquoi ?

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est alors vérifiée.
• Si V(X ) ̸= 0.Dans ce cas, la fonction t 7−→ t2V(X ) + 2tCov(X, Y ) + V(Y ) est une fonction polynomiale de degré 2 positive sur R, car égaleà la fonction t 7−→ V(tX + Y ) et qu’une variance est toujours positive.Par conséquent, son discriminant est négatif ou nul. Or, ce discriminant est égal à 4(Cov(X, Y ))2 − 4V(X )V(Y )...On en déduit : (Cov(X, Y ))2 ⩽ V(X )V(Y )

⋆

20 ♣ Interprétation du coefficient de corrélation linéaire
Soient (Ω, A,P) ainsi que X et Y deux variables aléatoires discrètes sur (Ω, A,P).Si X et Y admettent une variance non nulle, alors :
• ρ(X, Y ) = 1 si, et seulement si, l’une des variables aléatoires est presque-sûrement fonction affine stricte-ment croissante de l’autre ;
• ρ(X, Y ) = −1 si, et seulement si, l’une des variables aléatoires est presque-sûrement fonction affinestrictement décroissante de l’autre ;

⋆ Démonstration : Supposons que X et Y admettent une variance non nulle.
Il est indispensable d’avoir tra-vaillé la démonstration précédentepour comprendre celle-ci. En effet,la présente démonstration utiliseune partie du raisonnement misen place dans QC19.

Petite remarque

• Remarquons déjà que :
Y est presque-sûrement fonction affine de X si, et seulement si, X est presque-sûrement fonction affine de Y .En effet :

⋆ si Y est presque-sûrement fonction affine de X , alors il existe deux réels a, b tels que P([Y = aX + b]) = 1.Montrons que a ̸= 0. Raisonnons par l’absurde et supposons a = 0.Dans ce cas :
P
([Y = b]) = 1Autrement dit, la variable aléatoire Y est presque-sûrement constante ; et donc de variance nulle : ce qui contreditl’hypothèse initiale. Par conséquent : a ̸= 0.On obtient alors :

P

([
X = 1

a Y − b
a

])
La variable aléatoire X est donc presque-sûrement fonction affine de Y .

⋆ De manière analogue (ou par symétrie des rôles de X et Y ).Dans la suite, établissons donc les résultats dans le cas de Y fonction affine de X .
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• Ensuite :
|ρ(X, Y )| = 1 ⇐⇒ ρ(X, Y )2 = 1

⇐⇒
(Cov(X, Y )

σ (X )σ (Y )
)2 = 1

⇐⇒
(Cov(X, Y ))2

V(X )V(Y ) = 1
V(X ) et V(Y ) sont non nulles

⇐⇒
(Cov(X, Y ))2 = V(X )V(Y )Par conséquent :

|ρ(X, Y )| = 1 si, et seulement si, il y a égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarzsi, et seulement si, le discriminant de t 7−→ V(tX + Y ) est nul (voir démo précédente)si, et seulement si, t 7−→ V(tX + Y ) possède une unique racinesi, et seulement si, il existe un unique réel α tel que V(αX + Y ) = 0si, et seulement si, il existe un unique réel α tel que la variable aléatoire αX + Y estpresque-sûrement constantesi, et seulement si : ∃!α, b ∈ R / P
([αX + Y = b]) = 1si, et seulement si : ∃!a, b ∈ R / P
([Y = aX + b]) = 1Considérons ensuite deux tels réels a et b. On a ainsi, d’après la formule de Koenig-Huygens :

P
([X = Y ]) = 1⇒ E(X ) = E(Y )
Peut être utile...

Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X )E(Y )
P
([Y = aX + b]) = 1= E

(
X (aX + b))− E(X )E(aX + b) linéarité de l’espérance= aE(X 2) + bE(X )− aE(X )2 − bE(X )= a
(
E(X 2)− E(X )2) formule de Koenig-Huygens= aV(X )Et ainsi :

ρ(X, Y ) = aV(X )
σ (X )σ (Y )Enfin, puisque V(X ) ⩾ 0, σ (X ) > 0 et σ (Y ) > 0, on obtient que ρ(X, Y ) est du signe de a.Conclusion : |ρ(X, Y )| = 1 si, et seulement si, l’une des variables aléatoires est presque-sûrement fonction affine de l’autre ; et, dansce cas, le coefficient dominant de la fonction affine est du signe de ρ(X, Y ). ⋆
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Chapitre 6 - Applications linéaires et matrices
21 ♥ Applications linéaires coïncidant sur une base
Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie ainsi que f , g ∈ L (E, F ).Si f et g coïncident sur une base de E , alors f et g sont égales.

Une application linéaire définiesur E est entièrement définiepar l’image qu’elle renvoie auxvecteurs d’une base de E .
Autrement dit :

⋆ Démonstration : Notons n = dim(E ) et considérons une base (e1, e2, ..., en) de E . Supposons que f et g coïncident sur cettebase ; autrement dit, supposons : ∀i ∈ J1; nK, f (ei) = g(ei). Montrons que f = g ; autrement dit, montrons : ∀x ∈ E, f (x) = g(x).
Soit x ∈ E . Puisque (e1, e2, ..., en) est une base de E , il existe des uniques réels λ1, λ2, ..., λn tels que : x = n∑

i=1 λiei . On a alors :
f (x) = f

( n∑
i=1 λiei

)
linéarité de f

= n∑
i=1 λif (ei) hypothèse

= n∑
i=1 λig(ei) linéarité de g

= g
( n∑

i=1 λiei

)
= g(x)On a ainsi établi : ∀x ∈ E, f (x) = g(x).

Puisque l’unicité des λi n’apas été utilisée, seul le carac-tère générateur de la famille(e1, e2, ..., en) suffit.
Petite remarque

⋆

22 ♥ Noyau et image d’une application linéaire
Soient E, F deux espaces vectoriels et f ∈ L (E, F ).Q1 ker(f ) est un sous-espace vectoriel de E .
Q2 Im(f ) est un sous-espace vectoriel de F .

ker(f ) = {x ∈ E / f (x) = 0F }Im(f ) = {y ∈ F/∃x ∈ E/y = f (x)}ou bien :Im(f ) = {f (x), x ∈ E}

☞ Rappels...

⋆ Démonstration :Q1. • Par définition : ker(f ) ⊂ E .
• Puisque f est linéaire, f (0E ) = 0F . Donc 0E ∈ ker(f ). Ainsi, ker(f ) est non vide.
• Montrons que ker(f ) est stable par combinaison linéaire.Soient u, v ∈ ker(f ) et λ, µ ∈ R. Montrons que λu + µv ∈ ker(f ).

⋆ On a déjà u, v ∈ E et E étant un espace vectoriel, on obtient : λu + µv ∈ E .
⋆ Ensuite :

f (λu + µv ) = λf (u) + µf (v ) par linéarité de f= λ × 0F + µ × 0F car u, v ∈ ker(f )= 0FAinsi :
λu + µv ∈ ker(f )Conclusion : ker(f ) est un sous-espace vectoriel de E .Q2. • Par définition : Im(f ) ⊂ F .

• Puisque f est linéaire, on a f (0E ) = 0F . Donc 0F ∈ Im(f ). Ainsi, Im(f ) est non vide.
• Montrons que Im(f ) est stable par combinaison linéaire.Soient y, z ∈ Im(f ) et λ, µ ∈ R. Montrons que λy + µz ∈ Im(f ).

⋆ On a déjà y, z ∈ F et F étant un espace vectoriel, on obtient : λy + µz ∈ F .
⋆ Ensuite :Puisque y ∈ Im(f ), il existe u ∈ E tel que y = f (u). Considérons un tel u.Puisque z ∈ Im(f ), il existe v ∈ E tel que z = f (v ). Considérons un tel v .Par conséquent :

λy + µz = λf (u) + µf (v ) linéarité de f= f (λu + µv )Or E est un espace vectoriel, donc λu + µv ∈ E . Et ainsi, λy + µz ∈ Im(f ).Conclusion : Im(f ) est un sous-espace vectoriel de F .
⋆
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23 ♥ Caractérisation de l’injectivité d’une application linéaire
Soient E, F deux espaces vectoriels et f ∈ L (E, F ).L’application linéaire f est injective, si, et seulement si, ker(f ) = {0E}.

⋆ Démonstration : Raisonnons par double implication... ker(f ) = {x ∈ E / f (x) = 0F }
☞ Rappel...

=⇒ Supposons que f est injective. Montrons que ker(f ) = {0E}. Raisonnons par double-inclusion.
⊃ Immédiat, car f est linéaire, donc f (0E ) = 0F .
⊂ Soit x ∈ ker(f ). Ainsi :

f (x) = 0F linéarité de f= f (0E )
Par injectivité de f , on obtient : x = 0E . D’où : ker(f ) ⊂ {0E}.Par conséquent : ker(f ) = {0E}.

⇐= Supposons que ker(f ) = {0E}. Montrons que f est injective. f injective sur E :
∀x, y ∈ E,

(
f (x) = f (y)⇒ x = y

)
☞ Rappel...Soient x, y ∈ E . On a :

f (x) = f (y) =⇒ f (x)− f (y) = 0F linéarité de f=⇒ f (x − y) = 0F=⇒ x − y ∈ ker(f ) ker(f ) = {0E}=⇒ x − y = 0E=⇒ x = yPar conséquent : f est injective.
⋆

24 ♥ Caractérisation des isomorphismes ("triangle de bijectivité")
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f ∈ L (E, F ).Si dim(E) = dim(F ), alors :

f injective f surjective

f bijective En pratique, si dim(E ) = dim(F )(et en particulier si E = F ), alorson démontrera la bijectivité de fen démontrant son injectivité (parle noyau).

Important !

⋆ Démonstration : Supposons que dim(E ) = dim(F ).
• Montrons que l’injectivité de f équivaut à sa surjectivité.Puisque E est de dimension finie, d’après le théorème du rang :dim(E ) = dim ( ker(f )) + rg(f )Ensuite : (

f est injective) ⇐⇒ ker(f ) = {0E}
⇐⇒ dim ( ker(f )) = 0 théorème du rang
⇐⇒ rg(f ) = dim(E ) dim(E ) = dim(F )
⇐⇒ rg(f ) = dim(F )
⇐⇒ Im(f ) = F
⇐⇒

(
f est surjective)

• Le singleton {0E} est le seulsous-espace vectoriel de E dedimension 0.
• Im(f ) est un ssev de F
• le seul ssev de F de dimensionégale à dim(F ) est F lui-même

☞ Rappels...

• Montrons que f est injective si, et seulement si, f est bijective.
⇐= On sait déjà que la bijectivité de f implique son injectivité (par définition).=⇒ D’après ce qui précède, l’injectivité de f implique sa surjectivité. Par conséquent, si f est injective, elle est égalementsurjective et donc bijective. L’injectivité de f implique donc sa bijectivité.
Conclusion : f est injective si, et seulement si, f est bijective.

• De la même façon, on démontre que f est surjective si, et seulement si, f est bijective.
⋆
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25 ♥ Majoration du rang d’une application linéaire
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie ainsi que f ∈ L (E, F ).Le rang de f est fini et : rg(f ) ⩽ min ( dim(E ); dim(F )).

⋆ Démonstration :
• Par définition, rg(f ) = dim (Im(f )). Or Im(f ) est un sous-espace vectoriel de F , qui lui est de dimension finie. Ainsi, Im(f ) est dedimension finie et donc le rang de f est fini.
• Montrons que rg(f ) ⩽ dim(E ) et rg(f ) ⩽ dim(F ). x ⩽ min(a, b) ⇐⇒

 x ⩽ aet
x ⩽ b

À retenir...

⋆ D’après ce qui précède, on a déjà : rg(f ) ⩽ dim(F )
⋆ Notons n = dim(E ) et considérons (e1, e2, ..., en) une base de E . On sait que :Im(f ) = Vect(f (e1), f (e2), ..., f (en))Autrement dit, la famille (f (e1), f (e2), ..., f (en)) est génératrice de Im(f ). • Si F est une famille libre de

E , alors Card(F ) ⩽ dim(E ).
• Si F est une famille géné-ratrice de E , alors Card(F ) ⩾dim(E ).

☞ Rappels...

Et par conséquent :Card(f (e1), f (e2), ..., f (en)) ⩾ dim (Im(f ))On a ainsi : dim(E ) ⩾ rg(f )Par conséquent : rg(f ) ⩽ ( dim(E ); dim(F ))
⋆

Une application linéaire est unisomorphisme si, et seulement si,elle transforme une base en unebase.Ce résultat peut servir dans lesdeux sens : pour justifier rapi-dement qu’une famille est unebase (car elle est l’image d’unebase par un isomorphisme) oupour démontrer qu’une applica-tion linéaire est bijective (car elletransforme une base canonique enune autre base par exemple).

À retenir...

26 ♠ Caractérisation des isomorphismes (bis)
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, ainsi que f ∈ L (E, F ). Notons n = dim(E ) etconsidérons (e1, e2, ..., en) une base de E .Q1 f est surjective si, et seulement si, (f (e1), f (e2), ..., f (en)) est génératrice de F .
Q2 f est injective si, et seulement si, (f (e1), f (e2), ..., f (en)) est libre dans F .
Q3 f est un isomorphisme si, et seulement si, (f (e1), f (e2), ..., f (en)) est une base de F .

⋆ Démonstration :Q1. Puisque (e1..., en) est génératrice de E : Im(f ) = Vect(f (e1), ..., f (en)).Or : f est surjective si, et seulement si, Im(f ) = F .D’où : f est surjective si, et seulement si, F = Vect(f (e1), ..., f (en)).Conclusion : f est surjective si, et seulement si, (f (e1), ..., f (en)) est génératrice de F . Seul le caractère générateur de(e1, ..., en) suffit ici.
Petite remarque

Q2. Raisonnons par double-implication...=⇒ Supposons f injective. Montrons que (f (e1), ..., f (en)) est libre dans F .
Soient a1, a2, ..., an ∈ R. Supposons n∑

i=1 aif (ei) = 0F .
Par linéarité de f , on a ainsi :

f
( n∑

i=1 aiei

) = 0F

Par conséquent :
n∑

i=1 aiei ∈ ker(f )
Mais f est injective, donc ker(f ) = {0E}. D’où :

n∑
i=1 aiei = 0E

Or la famille (e1, ..., en) est une base de E , elle est donc en particulier libre. Seule la liberté de (e1, ..., en)suffit ici.
Petite remarqueD’où :

∀i ∈ J1; mK, ai = 0Conclusion : la famille (f (e1), ..., f (en)) est libre.
⇐= Supposons que la famille (f (e1), ..., f (en)) est libre. Montrons que f est injective en montrant que ker(f ) = {0E}.

Soit x ∈ E . Puisque (e1, e2, ..., en) est une base de E , il existe des uniques réels x1, x2, ..., xn tels que x = n∑
i=1 xiei .

Ainsi :
x ∈ ker(f ) ⇐⇒ f (x) = 0F

⇐⇒ f
( n∑

i=1 xiei

) = 0F linéarité de f

⇐⇒
n∑

i=1 xif (ei) = 0F liberté de la famille (f (e1), f (e2), ..., f (en))
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⇐⇒ ∀i ∈ J1; nK, xi = 0
⇐⇒ x = 0ED’où : ker(f ) = {0E}.Conclusion : f est injective.Q3. Immédiat d’après les deux résultats précédents... ⋆

27 ♠ Un isomorphisme classique
Soient n ∈ J2; +∞J et a1, ..., an des réels.Si a1, ..., an sont deux à deux distincts, alors l’application T : Rn−1[x ] −→ Rn

P 7−→
(
P(a1), ..., P(an)) est unisomorphisme. Un isomorphisme est une applica-tion linéaire bijective.

☞ Rappel...

⋆ Démonstration : Supposons que les réels a1, ..., an sont deux à deux distincts.
• Montrons déjà que T est linéaire. Soient P, Q ∈ Rn−1 [x ] et λ, µ ∈ R.On a :

T (λP + µQ) = ((λP + µQ)(a1), ..., (λP + µQ)(an)) linéarité de l’évaluation= (λP(a1) + µQ(a1), ..., λP(an) + µQ(an))= λ
(
Q(a1), ..., Q(an)) + µ

(
Q(a1), ..., Q(an))= λT (P) + µT (Q)Conclusion : T est une application linéaire.

• Ensuite, on a dim (Rn−1 [x ]) = n = dim(Rn). Donc pour démontrer que T est bijective, montrons que T est injective... Le triangle de bijectivité est va-lable dès lors que espaces dedépart et d’arrivée ont même di-mension ; il n’est pas nécessairequ’ils soient identiques !

☞ Rappel...

Soit P ∈ E . On a :
P ∈ ker(T ) ⇐⇒ T (P) = 0

⇐⇒ ∀i ∈ J1; nK, P(ai) = 0Ainsi, les réels a1, a2, ..., an sont des racines distinctes de P . La fonction polynomiale P possède donc au moins n racinesdistinctes ; mais elle est de degré inférieur ou égal à n − 1. Par conséquent : P est nulle.On obtient : ker(T ) = {0E}L’application T est ainsi injective. D’après la remarque du départ, T est ainsi bijective. ⋆

28 ♠ Indice de nilpotence d’un endomorphisme
Soient E un espace vectoriel de dimension finie notée n et f un endomorphisme de E .On suppose qu’il existe k ∈ J2; +∞J tel que : f k = 0L (E ) et f k−1 ̸= 0L (E ) . Dans ce cas : k ⩽ n. On rappelle que, lorsqu’il s’agitd’endomorphismes, f k désigne

f ◦ f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸
k fois .
Confusion d'objets !

⋆ Démonstration :
• Puisque f k−1 n’est pas l’endomorphisme nul, il existe un vecteur x ∈ E tel que f k−1(x) ̸= 0E .Considérons donc un tel x et montrons que la famille (x, f (x), ..., f k−1(x)) est libre.Soient a0, a1, ..., ak−1 ∈ R. Supposons que a0x + a1f (x) + ... + ak−1f k−1(x) = 0E et notons (⋆) cette égalité.

⋆ En appliquant f k−1 à cette égalité, on obtient, par linéarité de f k−1 :
a0f k−1(x) + a1f k (x) + ... + ak−1f 2k−2(x) = 0EPuisque f k = 0L (E ) , on a aussi, par récurrence immédiate :

∀i ∈ Jk ; +∞J, f i = 0L (E )D’où :
a0f k−1(x) = 0EEt puisque f k−1(x) ̸= 0E , on obtient :

a0 = 0
⋆ Par conséquent, l’égalité (⋆) devient :

a1f (x) + ... + ak−1f k−1(x) = 0E (⋆)Puis, en appliquant f k−2 à cette égalité, on va obtenir, de façon analogue :
a1 = 0

⋆ Et en réitérant, on obtiendra successivement a2 = 0, puis a3 = 0,..., jusqu’à ak−2 = 0. Restera alors :
ak−1f k−1(x) = 0EEt comme f k−1(x) ̸= 0E , on aura ak−1 = 0.

Conclusion : ∀i ∈ J0; k − 1K, ai = 0. La famille (x, f (x), ..., f k−1(x)) est donc libre.
• Puisque (x, f (x), ..., f k−1(x)) est libre, on a : Card(x, f (x), ..., f k−1(x)) ⩽ dim(E )Autrement dit :

k ⩽ n

• Si F est une famille libre de
E , alors Card(F ) ⩽ dim(E ).
• Si F est une famille géné-ratrice de E , alors Card(F ) ⩾dim(E ).

☞ Rappels...

On peut bien évidemment adapterla démonstration dans le casd’une matrice...
Petite remarque

⋆
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Chapitre 7 - Variables aléatoires à densité
29 ♠ Transformée carrée d’une variable aléatoire à densité
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire à densité de densité fX , continue sur R.Dans ce cas, la variable aléatoire X 2 est une variable aléatoire à densité et admet pour densité la fonction
f : x 7−→

 12√x
(
fX (√x) + fX (−√x)) si x > 00 si x ⩽ 0 .

⋆ Démonstration : Notons Y = X 2 ainsi que FX et FY les fonctions de répartition des variables aléatoires X et Y respectivement.
• Puisque Y = X 2 , on a Y (Ω) ⊂ R+ . Si X (Ω) = R, alors on a l’égalité

Y (Ω) = R+ .
Petite remarque

• Soit x ∈ R.
⋆ Si x < 0 :

FY (x) = P([Y ⩽ x ])
Y (Ω) ⊂ R+ et x < 0= P(∅)= 0

⋆ Si x ⩾ 0 :
∀t ∈ R, ∀a ∈ R+ :

t2 ⩽ a ⇐⇒ −
√

a ⩽ t ⩽
√

a

☞ Rappel...
FY (x) = P([Y ⩽ x ])= P([X 2 ⩽ x ])

x ⩾ 0= P([−√x ⩽ X ⩽
√

x ])
X est à densité= FX (√x)− FX (−√x)

Conclusion : ∀x ∈ R, FY (x) = { FX (√x)− FX (−√x) si x ⩾ 00 si x < 0 Si on connaît FX , on continuebien évidemment le calcul de
FY (x). Sinon, on peut poursuivrecomme présenté ici.

Important !

• Ensuite :
⋆ La fonction FY est :

⋄ continue sur ]−∞; 0[ car constante sur cet intervalle,
⋄ continue sur ]0; +∞[ comme composée de fonctions continues sur les intervalles adéquats, FX l’étant puisque X està densité,
⋄ continue en 0 car :d’une part lim

x→0
x<0 FY (x) = 0

et d’autre part lim
x→0
x>0 FY (x) = lim

x→0
x>0 FX (√x)− FX (−√x)

FX est continue en 0= FX (0)− FX (0)= 0
La continuité d’une fonction, c’estce qui permet de "faire entrer lalimite à l’intérieur".

☞ Rappel...

de sorte que lim
x→0
x<0 FY (x) = FY (0) = lim

x→0
x>0 FY (x)

Par conséquent, la fonction FY est continue sur R.
⋆ Par des arguments similaires à la continuité, la fonction FY est C 1 sur R sauf éventuellement en 0 (la fonction FX est

C 1 sur R car fX est continue sur R).

Pour la continuité, on pourraitdire que FY est continue sur[0; +∞[ et se dispenser alors dutravail sur la limite à gauche en0...Mais l’avantage de travailler surles intervalles ouverts est quel’on procède exactement de lamême façon pour le caractère C 1 .Cela donne donc un vrai sensà la phrase "par des argumentssimilaires".

♥ Astuce du chef ! ♥

On en déduit que la variable aléatoire Y est à densité et on obtient une de ses densités, notée fY , en :
⋆ dérivant FY sur les intervalles ouverts :

⋄ pour tout x ∈]−∞; 0[, fY (x) = 0 ;
⋄ pour tout x ∈]0; +∞[,

fY (x) = F ′Y (x)
= 12√x F ′X (√x)− −12√x F ′X (−√x)
= 12√x fX (√x) + 12√x fX (−√x)
= 12√x

(
fX (√x) + fX (−√x))

⋆ posant fY (0) = 0
On remplacerait alors fX , quiserait connue, pour obtenir que fYest la densité d’une loi usuelle oudéjà étudiée dans l’exercice...

Petite remarque

Conclusion : X 2 est à densité et admet pour densité la fonction f : x 7−→

 12√x
(
fX (√x) + fX (−√x)) si x > 00 si x ⩽ 0 .

⋆
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30 ♣ Expression de E(X ) où X est à densité à valeurs dans R+
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire à densité sur (Ω, A,P).Si : X (Ω) ⊂ R+ , X admet une densité fX continue sur R+ et X admet une espérance ; alors : l’intégrale∫ +∞

0 P
([X > t])dt est convergente et E(X ) = ∫ +∞

0 P
([X > t])dt .

⋆ Démonstration : Supposons que X (Ω) ⊂ R+ , que X admet une densité fX continue sur R+ et que X admet une espérance.Notons FX la fonction de répartition de X .On a, pour tout t ∈ R+ , P([X > t]) = 1− FX (t). Or FX est la fonction de répartition d’une variable aléatoire à densité, elle est donccontinue sur R+ . Ainsi, l’intégrale ∫ +∞
0

(1− FX (t))dt est impropre en +∞ seulement.
• Soit B ∈ R+ .Posons : ∣∣∣∣ u : t 7−→ 1− FX (t)

v : t 7−→ t . Les fonctions u et v sont C 1 sur le segment [0; B] (FX est C 1 sur R+ , comme primitive de fX ,
qui est continue sur R+) et pour tout t ∈ [0; B] : ∣∣∣∣ u′(t) = −fX (t)

v ′(t) = 1 .Par intégration par parties, on obtient :∫ B

0
(1− FX (t))dt = [t(1− FX (t))]B0 − ∫ B

0 −tfX (t)dt

= B
(1− FX (B)) + ∫ B

0 tfX (t)dt

• Ensuite :
⋆ on sait déjà que X admet une espérance, donc ∫ +∞

0 tfX (t)dt converge et, puisque X (Ω) ⊂ R+ , on a :
E(X ) = ∫ +∞

0 tfX (t)dt

⋆ Démontrons donc : lim
B→+∞B

(1− FX (B)) = 0.Soit B ∈ R+ . On a :
B
(1− FX (B)) = BP

([X > B])
= B

∫ +∞
B

fX (t)dt

= ∫ +∞
B

BfX (t)dt

On veut démontrer qu’une quan-tité positive tend vers 0... on penseau théorème d’encadrement !Et pour majorer une intégrale,on commence par majorer l’inté-grande.

➠Ré�exe !

Pour commencer :
∀t ∈ [B; +∞[, B ⩽ tD’où, puisque fX est positive sur R :

∀t ∈ [B; +∞[, BfX (t) ⩽ tfX (t)Puis, par croissance de l’intégrale, licite car B < +∞ :∫ +∞
B

BfX (t)dt ⩽
∫ +∞

B
tfX (t)dt

On a donc établi : 0 ⩽ B
(1− FX (B)) ⩽ ∫ +∞

B
tfX (t)dt

Autrement dit, par relation de Chasles, licite car ∫ +∞
0 tfX (t)dt est convergente et que B ⩾ 0 :

0 ⩽ B
(1− FX (B)) ⩽ ∫ +∞

0 tfX (t)dt −
∫ B

0 tfX (t)dt

Par passage à la limite quand B → +∞ on obtient, par théorème d’encadrement :lim
B→+∞B

(1− FX (B)) = 0
On obtient finalement : lim

B→+∞
∫ B

0
(1− FX (t))dt = ∫ +∞

0 tfX (t)dt = E(X )
Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

0 P
([X > t])dt est convergente et E(X ) = ∫ +∞

0 P
([X > t])dt .

On met en parallèle cet exerciceavec l’exercice 25 du travail esti-val...
Petite remarque

⋆
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Chapitre 10 - Diagonalisation des matrices carrées
31 ♠ Réduction de U tU

Soit U = a
b
c

 une matrice non nulle de M3,1(R).
La matrice U tU est diagonalisable, et semblable à la matrice 0 0 00 0 00 0 a2 + b2 + c2

.
⋆ Démonstration : Notons A = U tU . • La matrice U tU est une matricede M3(R).

• La matrice tUU est une matricede M1(R), que l’on assimile à unréel.

Important !

• Remarquons que A est symétrique. En effet :
tA = t(U tU

)
= t(tU)tU= U tU= AConclusion : la matrice A est diagonalisable.

• On a :
On retrouve que A est symé-trique...

Petite remarqueA = a2 ab ac
ab b2 bc
ac bc c2


D’où :

rg(A) = rga2 ab ac
ab b2 bc
ac bc c2


= rga2

ab
ac

 ,

ab
b2
bc

 ,

ac
bc
c2


= rg((aU, bU, cU)) au moins un des a, b, c est non nul= rg((U))
U est non nul= 1

Si x = y = z = 0, alorsrg(xU, yU, zU
) = 0 ̸= rg(U)...

✘ Attention !

Par conséquent, 0 est valeur propre de A et, par théorème du rang :dim ( ker(A)) = 2
• Ensuite, remarquons que :

AU = U tUU= U(a2 + b2 + c2) Je sais que vous n’auriez pas faitainsi et que l’on peut calculeren utilisant l’expression explicitede A... Mais c’est plus élégant,et si je ne suis pas là pour vousmontrer des choses élégantesparfois, à quoi suis-je utile ?!On retient au passage :
tUU = a2 + b2 + c2

Petite remarque

Puisque U est non nul, on en déduit que a2 + b2 + c2 est valeur propre de A, et U en est un vecteur propre associé.Notons au passage que, puisque U ̸= 03,1 , on a a2 + b2 + c2 ̸= 0.
• D’après ce qui précède :

⋆ 0 est valeur propre de A et l’espace propre associé à est dimension 2 ; notons une base (V1, V2) de cet espace propre(qui est ker(A)) ;
⋆ a2 + b2 + c2 est valeur propre de A et l’espace propre associé est de dimension 1, engendré par U .La famille (V1, V2, U) est ainsi :
⋆ libre car elle est la concaténation de familles libres de vecteurs propres associées à des valeurs propres différentes,
⋆ de cardinal 3, égal à la dimension de M3,1(R).La famille (V1, V2, U) est donc une base de vecteur propre de A.

Conclusion : on retrouve ainsi que la matrice A est diagonalisable et semblable à la matrice 0 0 00 0 00 0 a2 + b2 + c2
.

⋆

Et si on demande une matrice de passage ?
Pour cela, il faudrait déterminer des vecteurs V1 et V2 convenant...
Le travail sur le rang de A nous permet de constater que les vecteurs  b

−a0
,  c0

−a

 et  0
c
−b

 appartiennent à ker(A).
Puis on en choisit deux de ces trois en guise de V1 et V2 ...

• Si a ̸= 0 : on prend V1 =  c0
−a

 et V2 =  b
−a0


• Si a = 0 et b ̸= 0 : on prend V1 =  0
c
−b

 et V2 =  b
−a0

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• Si a = b = 0 et c ̸= 0 : on prend V1 =  c0
−a

 et V2 =  0
c
−b

 On prend les deux que l’on veutsi les trois réels a, b, c sont nonnuls !
Petite remarque

Dans tous les cas, la famille (V1, V2) est une famille de ker(A) qui est :
⋆ libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires...
⋆ de cardinal 2, égal à la dimension de ker(A).La famille (V1, V2) est donc une base de ker(A).Conclusion : on choisit alors comme matrice P la matrice de passage de la base canonique vers la base (V1, V2, U) ainsi

construite, de sorte que A = PDP−1 , où D = 0 0 00 0 00 0 a2 + b2 + c2
.

32 ♠ Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice compagnon
Soient a0, a1, a2 ∈ R ainsi que C =  0 1 00 0 1

−a0 −a1 −a2
 ∈M3(R).

Q1 Les valeurs propres de C sont les racines du polynôme X 3 + a2X 2 + a1X + a0 . On peut démontrer (même avecles outils d’ECG) que ce poly-nôme est le plus petit (au sens dudegré) polynôme unitaire (coeffi-cient dominant égal à 1) qui soitannulateur de C .

☞ Pour info...

Q2 Pour tout λ ∈ Sp(C ), l’espace propre Eλ(C ) est de dimension 1 et engendré par le vecteur 1
λ
λ2
.

⋆ Démonstration :Q1. Soit λ ∈ R. On sait que : (
λ est valeur propre de C

)
⇐⇒ rg(C − λI3) < 3Or :

Les opérations élémentaires surles lignes et colonnes conserventle rang.On cherche donc à échelonner lamatrice grâce à ces opérationspour déterminer une CNS pourque son rang ne soit pas maximal.Attention : on veille toujours à ceque le pivot choisi soit non nul...

♣ Méthode !rg(C − λI3) = rg −λ 1 00 −λ 1
−a0 −a1 −a2 − λ


=

C2 ↔ C1 rg 1 −λ 0
−λ 0 1
−a1 −a0 −a2 − λ


=

L2 ← L2 + λL1
L3 ← L3 + a1L1

rg1 −λ 00 −λ2 10 −a0 − a1λ −a2 − λ


=

C3 ↔ C2 rg1 0 −λ0 1 −λ20 −a2 − λ −a0 − a1λ


=

L3 ← L3 + (a2 + λ)L2 rg1 0 −λ0 1 −λ20 0 −a0 − a1λ − a2λ2 − λ3


Mais, la matrice 1 0 −λ0 1 −λ20 0 −a0 − a1λ − a2λ2 − λ3
 est triangulaire supérieure ; elle est donc de rang maximal si, et seulement

si, tous ses coefficients diagonaux sont non nuls.Par conséquent : rg(C − λI3) < 3 ⇐⇒ −a0 − a1λ − a2λ2 − λ3 = 0
⇐⇒ λ3 + a2λ2 + a1λ + a0 = 0Conclusion : les valeurs propres de C sont les racines du polynôme X 3 + a2X 2 + a1X + a0 .Q2. Soit λ ∈ Sp(C ).

• Remarquons que, puisque les matrices  1
−λ
−a1

 et  01
−a2λ

 ne sont pas colinéaires, la matrice  −λ 1 00 −λ 1
−a0 −a1 −a2 − λ


est au moins de rang 2.

Cette remarque pouvait égalementêtre faite à partir de sa réductionsous forme de matrice triangulaireà l’étape précédente...
Petite remarque

• Mais λ est valeur propre de C , donc la matrice  −λ 1 00 −λ 1
−a0 −a1 −a2λ

 n’est pas de rang 3.
On en dédit que rg(C − λI3) = 2 et ainsi, par théorème du rang :3 = rg(C − λI3) + dim ( ker(C − λI3))Autrement dit : dim ( ker(C − λI3)) = 1
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On remarque ensuite que : On cherche une matrice dansker(C − λI3)... On regarde les deuxpremières lignes de la matrice
C − λI3 , qui suggèrent la matrice 1

λ
λ2
...

♣ Indication... −λ 1 00 −λ 1
−a0 −a1 −a2 − λ

 1
λ
λ2
 =  00

−a0 − a1λ − a2λ2 − λ3
 question précédente

= 000


Par conséquent, la famille  1
λ
λ2
 est une famille de ker(C − λI3) qui est :

⋆ libre car constituée d’un unique vecteur non nul,
⋆ de cardinal 1, égal à la dimension de ker(C − λI3).

La famille  1
λ
λ2
 est donc une base de ker(C − λI3).

Conclusion : pour tout λ ∈ Sp(C ), l’espace propre Eλ(C ) est de dimension 1 et engendré par le vecteur  1
λ
λ2
.

Des deux points, on déduit quela matrice C est diagonalisablesi, et seulement si, le polynôme
X 3 +a2X 2 +a1X +a0 admet troisracines distinctes...

☞ Pour info...

⋆
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Chapitre 11 - Lois à densité usuelles
33 ♥ Méthode d’inversion pour la loi exponentielle
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé, λ ∈ R+

∗ et X une variable aléatoire sur (Ω, A,P).Si X ↪→ U
([0; 1[), alors −1

λ ln(1− X ) ↪→ E (λ).
⋆ Démonstration : Supposons que X ↪→ U

([0; 1[) et notons Y = −1
λ ln(1−X ). Notons également h : x 7−→ −1

λ ln(1−x), définiesur [0; 1[ ; ainsi que FY la fonction de répartition de Y .
• On a :

Y (Ω) = (h(X ))(Ω)= h
(
X (Ω))

X ↪→U
([0; 1[)= h

([0; 1[)
h est continue et strictement croissante sur [0; 1[= [h(0); lim1 h[ car λ > 0= [0;+∞[

La continuité permet d’affirmerque h([0; 1[) est un intervalle.En effet : "l’image d’un intervallepar une fonction continue est unintervalle" (version bis du TVI).

⋆Subtil...⋆

• Soit x ∈ R. Distinguons deux cas :
⋆ Si x < 0 :On a :

FY (x) = P([Y ⩽ x ])
x < 0 et Y (Ω) = [0;+∞[= P(∅)= 0

⋆ Si x ⩾ 0 :On a :

L’argument de stricte croissanceest indispensable ! En effet, ca-chée derrière cette égalité deprobabilités, il y a une égalitéd’ensembles :[ln(1−X ) ⩾ −λx ] = [X ⩽ 1−e−λx ].Et on a, par stricte croissance del’exponentielle (pour conserverl’équivalence), pour tout ω ∈ Ω :ln (1−X (ω)) ⩾ −λx⇐⇒1−X (ω) ⩾ e−λx

Important !

FY (x) = P([Y ⩽ x ])
= P([−1

λ ln(1− X ) ⩽ x
])

λ > 0= P([ln(1− X ) ⩾ −λx ]) stricte croissance de exp sur R= P([1− X ⩾ e−λx ])= P([X ⩽ 1− e−λx ])= FX (1− e−λx )Or : x ⩾ 0 et λ > 0, donc On peut ne pas nécessairementdétailler cette partie à l’écrit...
Petite remarque

−λx ⩽ 0D’où par croissance de exp sur R : e−λx ⩽ 1Ainsi : 1− e−λx ⩾ 0Et comme e−λx > 0, on a 1− e−λx < 1. D’où : 0 ⩽ 1− e−λx < 1Or X ↪→ U
([0; 1[), d’où :

FX (1− e−λx ) = 1− e−λx

La fonction de répartition d’uneVA suivant la loi uniforme sur[0; 1] (ou [0; 1[, ou ]0; 1], ou ]0; 1[)est :
F : x 7−→

 0 si x < 0
x si x ∈ [0; 1]1 si x > 1

☞ Rappel...

Par conséquent :
FY (x) = 1− e−λx

On a finalement obtenu :
∀x ∈ R, FY (x) = { 0 si x < 01− e−λx si x ⩾ 0On reconnaît ici la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre λ. Or, la fonctionde répartition caractérise la loi...Conclusion : Y ↪→ E (λ).

⋆

34 ♣ Moments d’une variable aléatoire suivant la loi E (1)
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur cet espace.Si X ↪→ E (1), alors pour tout r ∈ N, X admet un moment d’ordre r et E(X r ) = r!.

⋆ Démonstration : Supposons que X ↪→ E (1). Considérons X (Ω) = R+ et notons fX : x 7−→
{ e−x si x ⩾ 00 si x < 0 une densité de

X .
• Existence.Soit r ∈ N.

⋆ Par théorème de transfert, licite car la fonction x 7−→ xr est continue sur X (Ω) : :
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X admet un moment d’ordre r si, et seulement si, l’intégrale ∫ +∞
−∞

xr fX (x)dx est absolument convergente
si, et seulement si, l’intégrale ∫ +∞

0 xr fX (x)dx est convergente, car fX est nullesur ]−∞; 0[ et l’intégrande est positive sur [0; +∞[si, et seulement si, l’intégrale ∫ +∞
0 xre−xdx est convergente.

⋆ Or, x 7−→ xre−x est continue sur R+ , donc ∫ +∞
0 xre−xdx est impropre en +∞ seulement. De surcroît :

⋄ xre−x = o
x→+∞

( 1
x2
) (immédiat car lim

x→+∞ xr+2e−x = 0 par croissance comparée) ;
⋄ ∀x ∈ R+, xre−x ⩾ 0, 1

x2 ⩾ 0 ;
⋄ l’intégrale ∫ +∞

1
1
x2 dx est une intégrale de Riemann impropre en +∞ d’exposant 2 > 1, elle est donc convergente.

Ainsi, par critère de négligeabilité sur les intégrales à intégrandes positives, l’intégrale ∫ +∞
1 xre−xdx est convergente.

Puisque ∫ 1
0 xre−xdx n’est pas impropre (intégrande continue sur le segment d’intégration), on en déduit que l’intégrale∫ +∞

0 xre−xdx est convergente.Conclusion : X admet un moment d’ordre r .
• Calcul.

⋆ Démontrons : ∀r ∈ N, E(X r+1) = (r + 1)E(X r ).Soit r ∈ N∗ . Soit B ∈ [0; +∞[.Posons : ∣∣∣∣ u : x 7−→ xr+1
v : x 7−→ −e−x . Les fonctions u et v sont C 1 sur le segment [0; B] et pour tout x ∈ [0; B] : ∣∣∣∣ u′(x) = (r + 1)xr

v ′(x) = e−x .Par intégration par parties, on obtient :∫ B

0 xr+1e−xdx = [− xr+1e−x]B0 − ∫ B

0 −(r + 1)xre−xdx

= −Br+1e−B + (r + 1) ∫ B

0 xre−xdx

Or :
⋄ puisque r + 1 > 0, par croissance comparée, on a :

Si on avait r + 1 ⩽ 0, il n’y auraitpas de FI... Pas de FI : pas de CC!
✓ Rigueur !

lim
B→+∞Br+1e−B = 0

⋄ les intégrales ∫ +∞
0 xr+1e−xdx et ∫ +∞

0 xre−xdx sont convergentes d’après le point précédent.
Seule la convergence de∫ +∞

0 xre−x dx est nécessaire...Cette convergence et le fait quelim
B→+∞Br+1e−B = 0 garantirait(si on ne le savait pas) la conver-gence de ∫ +∞

0 xr+1e−x dx enobtenant une limite finie quand
B → +∞.

Petite remarque

Donc, en passant à la imite quand B → +∞, on obtient :∫ +∞
0 xr+1e−xdx = (r + 1) ∫ +∞

0 xre−xdx

Autrement dit :
E(X r+1) = (r + 1)E(X r )

⋆ On a ainsi :
E(X 0) = E(1) = 1 ; ∀r ∈ N, E(X r+1) = (r + 1)E(X r ) Il est indispensable de mentionnerque E(X 0) = 1... Si on avait

E(X 0) = 17, on aurait ∀r ∈
N, E(X r ) = (r + 17)!17! , qui estdifférent de r!.

Important !

D’où, par récurrence immédiate :
∀r ∈ N, E(X r ) = r!Conclusion : pour tout r ∈ N, X admet un moment d’ordre r et E(X r ) = r!. ⋆

35 ♠ Parties entière et fractionnaire d’une VA suivant une loi exponentielle
Soient λ ∈ R+

∗ , (Ω, A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur (Ω, A,P).Q1 Si X ↪→ E (λ), alors ⌊X⌋+ 1 ↪→ G
(1− e−λ).

Q2 Si X ↪→ E (λ), alors X − ⌊X⌋ est à densité, de densité la fonction f : x 7−→

 λe−λx1− e−λ si x ∈]0; 1[0 sinon .
⋆ Démonstration :Q1. Supposons que X suit la loi exponentielle de paramètre λ. Notons Y = ⌊X⌋.

• Déterminons la loi de Y .
⋆ Puisque X ↪→ E (λ), on considère X (Ω) = R+ . Ainsi : Y (Ω) = N.
⋆ Soit n ∈ N. On a : Deux rappels sur la partie en-tière :

• ∀x ∈ R, ∀k ∈ Z,
⌊x⌋ = k ⇐⇒ k ⩽ x < k + 1
• ∀x ∈ R, ⌊x⌋ ⩽ x < ⌊x⌋+ 1

☞ Rappels...

P
([Y = n]) = P([⌊X⌋ = n])= P([n ⩽ X < n + 1])

X est à densité et on note FX sa fonction de répartition= FX (n + 1)− FX (n)
n, n + 1 ⩾ 0= (1− e−λ(n+1))− (1− e−λn)

= e−λn − e−λ(n+1)
= (e−λ)n(1− e−λ)
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• Déduisons alors la loi de Y + 1.
⋆ Puisque Y (Ω) = N, on en déduit (Y + 1)(Ω) = N∗ .
⋆ Soit n ∈ N∗ . On a :

P
([Y + 1 = n]) = P([Y = n − 1]) point précédent, licite car n − 1 ∈ N (car n − 1 ∈ N∗)= (e−λ)n−1(1− e−λ)

Par conséquent : Y + 1 ↪→ G
(1− e−λ).Conclusion : ⌊X⌋+ 1 ↪→ G

(1− e−λ).Q2. Supposons que X suit la loi exponentielle de paramètre λ. Notons Z = X − ⌊X⌋.
• On sait que :

∀x ∈ R, ⌊x⌋ ⩽ x < ⌊x⌋+ 1Ainsi :
∀ω ∈ Ω, 0 ⩽ Z (ω) < 1D’où :

Z (Ω) ⊂ [0; 1[
• Notons FZ la fonction de répartition de Z . Soit x ∈ R.

⋆ Si x < 0 :
FZ (x) = P([Z ⩽ x ])

Z (Ω) ⊂ [0; 1[ et x < 0= P(∅)= 0
⋆ Si x ⩾ 1 :

FZ (x) = P([Z ⩽ x ])
Z (Ω) ⊂ [0; 1[ et x ⩾ 1= P(Ω)= 1

⋆ Si x ∈ [0; 1[ :
FZ (x) = P([Z ⩽ x ])= P([X − Y ⩽ x ]) formule des probabilités totales, avec ([Y = n])n∈N commesystème complet d’évènements= +∞∑

n=0P
([Y = n] ∩ [X − Y ⩽ x ])

= +∞∑
n=0P

([⌊X⌋ = n] ∩ [X ⩽ n + x ])
= +∞∑

n=0P
([n ⩽ X < n + 1] ∩ [X ⩽ n + x ])

x < 1, donc [X ⩽ n + x ] ⊂ [X < n + 1]
= +∞∑

n=0P
([n ⩽ X ⩽ n + x ])

X est à densité
= +∞∑

n=0
(
FX (n + x)− FX (n))

n, n + x ⩾ 0
= +∞∑

n=0
((1− e−λ(n+x))− (1− e−λn))

= +∞∑
n=0

(e−λn − e−λ(n+x))
= (1− e−λx) +∞∑

n=0
(e−λ)n

= (1− e−λx) 11− e−λ

= 1− e−λx1− e−λ

Il n’est pas nécessaire de men-tionner l’argument e−λ ∈] − 1; 1[puisque l’on sait déjà, par la FPT,que la série en jeu est conver-gente...

Petite remarque

Par conséquent :
∀x ∈ R, FZ (x) =


0 si x < 01− e−λx1− e−λ si x ∈ [0; 1[1 si x ⩾ 1

• Ensuite :
⋆ La fonction FZ est :

⋄ continue sur ]−∞; 0[ car constante sur cet intervalle,
⋄ continue sur ]1; +∞[ car constante sur cet intervalle,
⋄ continue en 0 car : lim

x→0
x<0 FZ (x) = 0 = FZ (0) = lim

x→0
x>0

1− e−λx1− e−λ

et continue en 1 car : lim
x→1
x<1

1− e−λx1− e−λ = 1 = lim
x→1
x>1 FZ (x)
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Par conséquent, la fonction FZ est continue sur R.
⋆ Par des arguments similaires à la continuité, la fonction FZ est de classe C 1 sur R sauf éventuellement en 0 et en1.On en déduit que la variable aléatoire Z est à densité et on obtient une de ses densités, notée fZ en :
⋆ dérivant FZ sur les intervalles ouverts :

⋄ pour tout x ∈]−∞; 0[, fZ (x) = F ′Z (x) = 0,
⋄ pour tout x ∈]0; 1[, fZ (x) = F ′Z (x) = λe−λx1− e−λ ,
⋄ pour tout x ∈]1; +∞[, fZ (x) = F ′Z (x) = 0.

⋆ posant fZ (0) = fZ (1) = 0. On peut également poser fZ (0) =
λ1− e−λ et fZ (1) = λe−λ1− e−λ ...
Petite remarque

Conclusion : Z est à densité et admet pour densité la fonction fZ : x 7−→

 λe−λx1− e−λ si x ∈]0; 1[0 sinon .
⋆

36 ♥ Propriétés de la fonction de répartition associée à N (0; 1)
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur (Ω, A,P).Supposons que X ↪→ N (0; 1) et notons Φ la fonction de répartition de X .
Q1 Φ(0) = 12Q2 ∀x ∈ R, Φ(−x) = 1− Φ(x)

⋆ Démonstration : On rappelle que la fonction φ : t 7−→ 1√2π
e− t22 est une densité de X . De façon immédiate, φ est paire.

Q1#

L’aire totale vaut 1, donc parsymétrie (parité), l’aire sur ] −
∞; 0] vaut 12 .Q2#

x−x

Φ(x) = aire en rouge. Et parsymétrie, on remarque que Φ(x) +Φ(−x) = 1.

Preuve par le dessin !

Q1. On a :
Φ(0) = P([X ⩽ 0])

φ est une densité de X= ∫ 0
−∞

φ(t)dt
φ est paire

= 12
∫ +∞
−∞

φ(t)dt
φ est une densité de probabilité= 12

Q2. Soit x ∈ R. On a : Φ(−x) = ∫ −x

−∞
φ(t)dt . Effectuons le changement de variable u = −t :∣∣∣∣ u = −t

t = −u ; ∣∣∣∣ du = −dt
dt = −du ; t = −∞ −x

u = +∞ x

Ce changement de variable est bien licite, puisque la fonction u 7−→ −u est C 1 sur [x ; +∞[. Si on pose u = g(t), g doit êtrebijective et c’est la fonction g−1qui doit être C 1 ...Pour ne pas se tromper, on devraittoujours poser t = ... même sic’est parfois moins naturel !

⋆Subtil...⋆On a ainsi :∫ −x

−∞
φ(t)dt = ∫ x

+∞ φ(−u)(−du)
= ∫ +∞

x
φ(−u)du

φ est paire
= ∫ +∞

x
φ(u)du relation de Chasles

= ∫ +∞
−∞

φ(u)du −
∫ x

−∞
φ(u)du

φ est une densité de probabilité= 1− Φ(x) Les deux résultats ne reposentque sur le fait que φ est unedensité paire !
Important !

⋆

37 ♠ Presque une intégrale d’une densité de loi normale...
Pour tout (µ, σ ) ∈ R× R+

∗ , l’intégrale ∫ +∞
0 e− 12 ( x−µ

σ )2dx est convergente et∫ +∞
0 e− 12 ( x−µ

σ )2dx = √2πσ 2Φ( µ
σ

)
où Φ désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

⋆ Démonstration : Se ramener à une densité d’uneloi normale centrée réduite...
♣ L'idée !Soit (µ, σ ) ∈ R× R+

∗ .
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• On sait que la fonction x 7−→ 1√2πσ2 e− 12 ( x−µ
σ )2 est une densité d’une variable aléatoire suivant la loi N (µ; σ2).

Par conséquent, l’intégrale ∫ +∞
−∞

1√2πσ2 e− 12 ( x−µ
σ )2 dx est convergente, et donc l’intégrale ∫ +∞

0 e− 12 ( x−µ
σ )2 dx est égalementconvergente.

• Proposons ensuite deux méthodes pour exprimer cette intégrale en fonction de Φ.1. A l’aide d’un changement de variable.Effectuons le changement de variable t = x − µ
σ :∣∣∣∣∣ t = x − µ

σ
x = σt + µ

; ∣∣∣∣∣ dt = 1
σ dx

dx = σdt
; x = 0 +∞

t = −µ
σ +∞ (car σ > 0)

Ce changement de variable est affine, donc licite sur cette intégrale impropre et : Les changements de variableaffines sont autorisés sur les in-tégrales impropres (pas les IPP),après avoir établi la convergencede l’intégrale initiale.

☞ Rappel...

∫ +∞
0 e− 12 ( x−µ

σ )2 dx = ∫ +∞
− µ

σ

e− t22 σdt

= σ
√2π

∫ +∞
− µ

σ

1√2π
e− t22 dt relation de Chasles, les intégrales en jeu étantbien convergentes= √2πσ2(∫ +∞

−∞

1√2π
e− t22 dt −

∫ − µ
σ

−∞

1√2π
e− t22 dt

)
on reconnaît l’intégrale d’une densité d’unevariable aléatoire de loi N (0; 1)= √2πσ2 (1− Φ(−µ

σ

))
∀x ∈ R, 1− Φ(−x) = Φ(x)= √2πσ2Φ( µ

σ

)
2. A l’aide d’un résultat de cours.Notons X une variable aléatoire, définie sur un certain espace probabilisé (Ω, A,P), suivant la loi N (µ; σ2) dont unedensité est la fonction x 7−→ 1√2πσ2 e− 12 ( x−µ

σ )2 .On a ainsi :∫ +∞
0 e− 12 ( x−µ

σ )2 dx = √2πσ2 ∫ +∞
0

1√2πσ2 e− 12 ( x−µ
σ )2 dx

= √2πσ2P([X ⩾ 0])
σ > 0= √2πσ2P([X − µ

σ ⩾
−µ
σ

])
X ↪→N (µ; σ 2), donc X − µ

σ ↪→N (0; 1) et X − µ
σ est à densité= √2πσ2 (1− Φ(−µ

σ

))
∀x ∈ R, 1− Φ(−x) = Φ(x)= √2πσ2Φ( µ

σ

)
⋆
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Chapitre 12 - Convergence de suites de variables aléatoires
38 ♥ Inégalité de Markov
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur (Ω, A,P).Si X est à valeurs positives et admet une espérance, alors :

∀a > 0, P
([X ⩾ a]) ⩽ E(X )

a

⋆ Démonstration : Proposons trois démonstrations... Il faut savoir faire les trois !Important !

1. Si X est discrète.Soit a ∈ R+
∗ . On a :

aP([X ⩾ a]) = a
∑

x∈X (Ω), x⩾a
P([X = x ])

= ∑
x∈X (Ω), x⩾a

aP([X = x ])
∀x ⩾ a, aP([X = x ]) ⩽ xP([X = x ]) (car une probabilité est positive)

⩽
∑

x∈X (Ω), x⩾a
xP([X = x ])

X est à valeurs positives
⩽
∑

x∈X (Ω) xP([X = x ])︸ ︷︷ ︸=E(X )
D’où le résultat, puisque a > 0.2. Si X est à densité.Notons f une densité de X . Soit a ∈ R+

∗ . On a :
aP([X ⩾ a]) = a

∫ +∞
a

f (x)dx

= ∫ +∞
a

af (x)dx
∀x ⩾ a, af (x) ⩽ xf (x) (car f positive) et par croissance del’intégrale

⩽
∫ +∞

a
xf (x)dx

a > 0 et pour tout x ∈ R+, xf (x) ⩾ 0
⩽

∫ +∞
0 xf (x)dx︸ ︷︷ ︸=E(X ), car X (Ω) ⊂ R+D’où le résultat, puisque a > 0.3. Cas général.Soit a ∈ R+

∗ . Introduisons la variable aléatoire Y définie sur (Ω, A,P) par :
∀ω ∈ Ω, Y (ω) = { a si X (ω) ⩾ a0 sinon

• Y (Ω) = {0; a} est un ensemble fini, donc Y possède une espérance et :
E(Y ) = 0P([Y = 0]) + aP

([Y = a]) [Y = a] = [X ⩾ a]= aP
([X ⩾ a])

• Montrons que Y ⩽ X .
Il s’agit de démontrer :

∀ω ∈ Ω, Y (ω) ⩽ X (ω)
Important !

Soit ω ∈ Ω. Deux cas se présentent :
⋆ si ω ∈ [X ⩾ a] :Dans ce cas, Y (ω) = a et X (ω) ⩾ a. D’où : Y (ω) ⩽ X (ω).
⋆ si ω ̸∈ [X ⩾ a] :Dans ce cas, Y (ω) = 0. Mais X est à valeurs positives, donc X (ω) ⩾ 0. D’où : Y (ω) ⩽ X (ω).Conclusion : ∀ω ∈ Ω, Y (ω) ⩽ X (ω).

• Puisque Y ⩽ X et que Y et X possèdent une espérance, par croissance de l’espérance, on a :
Croissance de l’espérance : Si Xet Y sont deux VA telles que :
• X et Y ont des espérances
• Y est presque-sûrement infé-rieure ou égale à X , autrement dit
P
([Y ⩽ X ]) = 1 (pas nécessaireque ce soit partout le cas)Alors : E(Y ) ⩽ E(X ).

☞ Rappel...

E(Y ) ⩽ E(X )Autrement dit :
aP
([X ⩾ a]) ⩽ E(X )Et comme a > 0, on obtient :

P
([X ⩾ a]) ⩽ E(X )

a
⋆

39 ♥ Loi faible des grands nombres
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et (Xk )k∈N∗ une suite de variables aléatoires sur (Ω, A,P).Pour tout n ∈ N∗ , on note Xn = 1

n

n∑
k=1 Xk . Xn est la moyenne empirique de

X1, X2, ..., Xn .
Vocabulaire
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Si (Xk )k∈N∗ est une suite de variables aléatoires indépendantes, admettant toutes la même espérance m et lamême variance σ 2 , alors :
∀ε > 0, lim

n→+∞P
([|Xn −m| ⩾ ε]) = 0 On dit que la suite (Xn)n∈N∗converge en probabilité vers lavariable aléatoire constante égaleà m.

Vocabulaire

⋆ Démonstration : Soit ε > 0.
• Soit n ∈ N∗ . La variable aléatoire Xn est une somme de variables aléatoires admettant une variance ; elle admet donc unevariance et en particulier une espérance. Puis :

E(Xn) = E

(1
n

n∑
k=1 Xk

)
linéarité de l’espérance

= 1
n

n∑
k=1 E(Xk )

∀k ∈ N∗, E(Xk ) = m= met
V(Xn) = V

(1
n

n∑
k=1 Xk

)
indépendance de X1, X2, ..., Xn

= 1
n2

n∑
k=1 V(Xk )

∀k ∈ N∗, V(Xk ) = σ 2
= 1

n σ2
• Soit n ∈ N∗ . D’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, licite car Xn admet une variance, on a :

P
([|Xn − E(Xn)| ⩾ ε]) ⩽ V(Xn)

ε2Autrement dit, d’après le point précédent :
P
([|Xn −m| ⩾ ε]) ⩽ σ2

nε2
• On a ainsi :

∀n ∈ N∗, 0 ⩽ P
([|Xn −m| ⩾ ε]) ⩽ σ2

nε2Or : lim
n→+∞ σ2

nε2 = 0D’où le résultat par théorème d’encadrement.Conclusion : ∀ε > 0, lim
n→+∞P([|Xn −m| ⩾ ε]) = 0.

⋆

40 ♥ Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé, (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires définies sur cet espace, (pn)n∈N∗une suite de réels de l’intervalle ]0; 1[ et λ ∈ R+

∗ .Si : ∀n ∈ N∗, Xn ↪→ B(n; pn) et lim
n→+∞

npn = λ ; alors : la suite (Xn)n∈N∗ converge en loi vers une variablealéatoire suivant la loi de Poisson de paramètre λ. Autrement dit :
∀k ∈ N, lim

n→+∞
((

n
k

)
pk

n(1− pn)n−k
) = e−λ λk

k !
⋆ Démonstration : Soit k ∈ N. On a, pour n ∈ Jk ; +∞J : n est destiné à tendre vers +∞,donc il n’est pas dérangeant de leprendre supérieur ou égal à k .

Petite remarque

(
n
k

)
pk

n(1− pn)n−k = n!
k !(n − k )!pk

n(1− pn)n−k

= n × (n − 1) × ... × (n − k + 1)(n − k )!
k !(n − k )! pk

n(1− pn)n−k

= n × (n − 1) × ... × (n − k + 1)
k ! pk

n(1− pn)n−k

= nk
((1− 1

n

)(1− 2
n

)
...
(1− k − 1

n

))
k ! pk

n(1− pn)n−k
pn ̸= 1= (npn)k

k !
((1− 1

n

)(1− 2
n

)
...
(1− k − 1

n

)) (1− pn)n(1− pn)k

On factorise chaque facteur par
n. Et de n − k + 1 à n, il y a
k facteurs (car Card(Jn − k +1, nK

) = n − (n − k + 1) + 1 = k ).On peut aussi dire que chaquefacteur est équivalent à n... Maisça ne dispense pas de les compter!

Pourquoi ?

• Par opération : lim
n→+∞ (npn)k

k ! = λk

k !
• Par opération : lim

n→+∞
((1− 1

n

)(1− 2
n

)
...
(1− k − 1

n

)) = 1
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• De plus, puisque lim
n→+∞npn = λ, on a : pn ∼

n→+∞ λ
n . Ainsi lim

n→+∞ pn = 0 et donc :
⋆ par opération : lim

n→+∞(1− pn)k = 1
⋆ et : lim

n→+∞(1 − pn)k s’obtient paropération (car k ne bouge pas...)alors que (1− pn)n donne a prioriune FI "1∞ ".

✘ Attention !

(1− pn)n = exp (n ln(1− pn)) Réflexe
!

Puisque lim
n→+∞−pn = 0 on a (équivalent usuel) :

ln(1− pn) ∼
n→+∞ −pnD’où :

n ln(1− pn) ∼
n→+∞ −npnPar conséquent : lim

n→+∞n ln(1− pn) = −λD’où, par composition de limites : lim
n→+∞ exp(n ln(1− pn)) = e−λ On ne peut pas composer leséquivalents par une fonction.Donc on passe à la limite, puison conclut pas composition delimites.

Petite remarque

Par produit, on obtient finalement : lim
n→+∞

((
n
k

)
pk

n(1− pn)n−k
) = e−λ λk

k !
⋆

41 ♠ Une convergence en loi...
Soient (Ω, A,P) un espace probabilisé et (Xk )k∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutesla loi uniforme sur [0; 1]. Dans ce cas, la suite (n min(X1, ..., Xn))n∈N∗ converge en loi vers une variable aléatoiresuivant la loi exponentielle de paramètre 1.

⋆ Démonstration :
• Soit n ∈ N∗ . Notons Yn = n min(X1, ..., Xn) et FYn la fonction de répartition de Yn . On a, pour tout x ∈ R :

On peut choisir de commencer parréfléchir à l’ensemble image de
Yn ... Sans mal, on trouve Yn(Ω) ⊂[0; n], ce qui nous guide ensuitepour la disjonction de cas. Jechoisis ici une autre présentation,pour vous montrer comment onpeut également procéder.

Petite remarque

FYn (x) = P([Yn ⩽ x ])= P([n min(X1, ..., Xn) ⩽ x ])
n > 0= P([min(X1, ..., Xn) ⩽ x

n

])
= 1−P([min(X1, ..., Xn) > x

n

])
= 1−P( n⋂

k=1
[
Xk > x

n

])
X1, .., Xn sont indépendantes

= 1− n∏
k=1P

([
Xk > x

n

])
= 1− n∏

k=1
(1−P([Xk ⩽

x
n

]))
X1, ..., Xn ont même loi et on note F leur fonction derépartition commune= 1− (1− F

( x
n

))n

=


1− (1− 0)n si x
n < 01− (1− x

n

)n si x
n ∈ [0; 1]1− (1− 1)n si x
n > 1

=


0 si x < 01− (1− x
n

)n si x ∈ [0; n]1 si x > n

La fonction de répartition d’uneVA suivant la loi uniforme sur[0; 1] (ou [0; 1[, ou ]0; 1], ou ]0; 1[)est :
F : x 7−→

 0 si x < 0
x si x ∈ [0; 1]1 si x > 1

☞ Rappel...

Il faut être attentif quand onrédige sans procéder au préalableà la disjonction de cas sur x ...C’est au moment de "remplacer"qu’on doit veiller à remplacerbêtement !!

♥ Astuce du chef ! ♥

• Soit maintenant x ∈ R.
De façon générale, on quantifie
x sur l’ensemble sur lequel lafonction de répartition de la loilimite est continue. Ici, comme ils’agit d’une loi exponentielle, onsait que la fonction de répartitionassociée est continue sur R.

Petite remarque

⋆ Si x < 0 :

• Les cas sont les mêmes quedans l’expression de la fonction derépartition de la loi limite...
• Si on ne connaît pas la loi li-mite, on peut "passer à la limitequand n → +∞ dans les inter-valles des cas de FYn pour voir"...

♣ Méthode !

On a : ∀n ∈ N∗, FYn (x) = 0. D’où : lim
n→+∞FYn (x) = 0

⋆ Si x ⩾ 0 :Puisque lim
n→+∞n = +∞, il existe un rang n0 (on peut prendre n0 = ⌊x⌋+1 par exemple...), que nous considérons ensuite,tel que :

∀n ∈ Jn0; +∞J, n ⩾ xAinsi :
∀n ∈ Jn0; +∞J, FYn (x) = 1− (1− x

n

)n

Or, pour tout n ⩾ n0 , 1− x
n > 0 (car n0 > x). Et on a donc :

∀n ∈ Jn0; +∞J,
(1− x

n

)n = exp (n ln (1− x
n

))
Réflexe

!

Mais :
Recueil de questions... - Page 36/39



⋄ lim
n→+∞ −x

n = 0,
⋄ ln(1 + u) = u + o

u→0(u)
D’où :

On utilise un DL d’ordre 1 plutôtqu’un équivalent, qui poseraitsouci dans le cas x = 0.Deux possibilités donc :
• contourner le souci en utilisantun DL, comme fait ici ;
• inclure le cas "x = 0" dans lecas "x < 0", puisque FYn (0) = 0...

✓ Rigueur !ln (1− x
n

) = −x
n + o

n→+∞
( 1

n

)
Et ainsi :

n ln (1− x
n

) = −x + o
n→+∞(1)Par conséquent : lim

n→+∞n ln (1− x
n

) = −xPar continuité de l’exponentielle en −x , on obtient :
lim

n→+∞
(1− x

n

)n = e−x

Et ainsi : lim
n→+∞FYn (x) = 1− e−x

On a donc établi :
∀x ∈ R, lim

n→+∞FYn (x) = { 0 si x < 01− e−x si x ⩾ 0Conclusion : la suite (Yn)n∈N∗ converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre 1.

Dans le cas où les VA X1, ..., Xnsuivent une loi uniforme sur[0; 1], les variables aléa-toires 1 − max(X1, ..., Xn) etmin(X1, ..., Xn) ont même loi. Parconséquent, on trouve la mêmeconvergence en loi pour la suite(
n max(X1, ..., Xn))n∈N∗ , c’estégalement un classique.

☞ Pour info...

⋆
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Chapitre 15 - Équations différentielles et systèmes diffé-rentiels
42 ♠ Résolution de y′ + ay = 0
Soient I un intervalle de R, a une fonction continue sur I et f une fonction définie sur I .Notons A une primitive de a sur I . Puisque a est continue sur l’inter-valle I , elle admet des primitivessur I , qui sont de classe C 1 sur I .

Petite remarqueOn a :(
f est solution de l’EDL1 y′ + ay = 0) ⇐⇒ (

∃λ ∈ R, ∀x ∈ I, f (x) = λe−A(x))
Autrement dit : l’ensemble des solutions de y′ + ay = 0, d’inconnue y ∈ C 1(I, R), est :{

x ∈ I 7→ λe−A(x) / λ ∈ R
} Si F et G sont deux sous-ensembles d’un ensemble E ,alors :

E = F ⇐⇒ ∀x ∈ E, (x ∈
F ⇐⇒ x ∈ G)

☞ Rappel...

⋆ Démonstration : Il s’agit de montrer une équivalence. Raisonnons par double-implication :
⇐= Supposons qu’il existe λ ∈ R tel que : ∀x ∈ I, f (x) = λe−A(x) .Considérons un tel λ.

⋆ Puisque A est une primitive d’une fonction continue sur I , elle est de classe C 1 sur I . Par conséquent, la fonction f est
C 1 sur I . Une solution de y′ + ay = 0 estune fonction f qui vérifie :

• f est C 1 sur I ,
• f ′ + af = 0.

✓ Rigueur !

⋆ Pour tout x ∈ I :
f ′(x) + af (x) = −A′(x)λe−A(x) + a(x)λe−A(x)

A est une primitive de a= −a(x)λe−A(x) + a(x)λe−A(x)= 0Ainsi f est solution de y′ + ay = 0.=⇒ Soit f une solution de y′ + ay = 0. Montrons :
∃λ ∈ R / ∀x ∈ I, f (x) = λe−A(x)

Travaillons déjà par équivalences... On a :
∃λ ∈ R / ∀x ∈ I, f (x) = λe−A(x) ⇐⇒ ∃λ ∈ R / ∀x ∈ I, f (x)eA(x) = λPosons alors la fonction g : x 7−→ f (x)eA(x) et montrons qu’elle est constante sur I .La fonction f est C 1 sur I , car elle est solution de y′ + ay = 0, donc la fonction g est un produit de deux fonctions dérivables(A est C 1 sur I donc exp ◦A l’est également) sur I . Ainsi, g est dérivable sur I et, pour tout x ∈ I :

g′(x) = f ′(x)eA(x) + f (x)A′(x)eA(x)
= eA(x)(f ′(x) + a(x)f (x))

f est solution de y′ + ay = 0= 0Par conséquent, la fonction g, étant dérivable et de dérivée nulle sur un intervalle, est constante sur I .Ainsi :
∃λ ∈ R / ∀x ∈ I, g(x) = λAutrement dit :

∃λ ∈ R / ∀x ∈ I, f (x) = λe−A(x)
Conclusion :(f est solution de l’EDL1 y′ + ay = 0) ⇐⇒ (

∃λ ∈ R, ∀x ∈ I, f (x) = λe−A(x))

Une fonction dérivable et dedérivée nulle sur R∗ est-elleconstante sur R∗ ?
Question :

Dans le cas où a est constante,la fonction x 7−→ ax est uneprimitive de a, donc l’ensembledes solutions de y′ + ay = 0 est{
x ∈ I 7→ λe−ax / λ ∈ R

} (c’est lecas au programme).

Cas particulier

⋆

43 ♥ Structure de l’ensemble des solutions d’une EDL
Soient (E ) une équation différentielle linéaire et (EH ) son équation différentielle linéaire homogène associée.Notons SE l’ensemble des solutions de E , SH l’ensemble des solutions de (EH ).Q1 SH est un espace vectoriel.
Q2 Toute solution de (E ) est obtenue en ajoutant à une solution particulière de (E ) une solution quelconquede (EH ). Autrement dit :

solution généralede l’EDL = solution particulièrede l’EDL + solution générale del’équation homogène associée
Ou encore, en notant fp une solution particulière de E :

SE = {fp + fH / fH ∈ SH
}

⋆ Démonstration : Démontrons ce résultat dans le cas particulier d’une EDL1 normalisée à coefficient constant. La démonstration est analoguedans le cas général...
Petite remarque

Soient a ∈ R, I un intervalle de R, b ∈ C (I, R ) et : (E ) : y′ + ay = bd’inconnue y ∈ C 1(I, R). On a : SH = {y ∈ C 1(I, R) / y′ + ay = 0}.
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Q1. • SH ⊂ C 1(I, R) et C 1(I, R) est un espace vectoriel.
• SH est non vide car la fonction nulle vérifie l’équation y′ + ay = 0.
• Montrons que SH est stable par combinaison linéaire.Soient f , g ∈ SH et λ, µ ∈ R. Être dans SH c’est deux choses :être de classe C 1 sur I et vérifierl’équation y′ + ay = 0.

Important !

⋆ Puisque f , g ∈ SH , on a f , g ∈ C 1(I, R). Donc λf +µg ∈ C 1(I, R), car C 1(I, R) est stable par combinaison linéaire.
⋆ Ensuite, par linéarité de la dérivation :(λf + µg)′ + a(λf + µg) = λf ′ + µg′ + λaf + µag= λ(f ′ + af ) + µ(g′ + ag)

f , g ∈ SH= 0Par conséquent : λf + µg ∈ SH . Ainsi, SH est stable par combinaison linéaire.Conclusion : SH est un espace vectoriel.Q2. Soit y ∈ C 1(I, R) et supposons connue une solution particulière de (E ), notée fp . On a :
y ∈ SE ⇐⇒ y′ + ay = b

fp solution de (E ), donc f ′p + afp = b
⇐⇒ y′ + ay = f ′p + afp linéarité de la dérivation
⇐⇒ (y − fp)′ + a(y − fp) = 0
⇐⇒ y− fp ∈ SH

⇐⇒ ∃fH ∈ SH / y − fp = fH
⇐⇒ ∃fH ∈ SH / y = fp + fHConclusion : SE = {fp + fH / fH ∈ SH

}.
⋆
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