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QUESTIONS DE COURS

Ce document donne une liste de questions de cours tombées, ou qui peuvent tomber, a l'oral d'HEC. Il est bien évident que la connaissance du cours

est nécessaire a la réussite des concours, y compris des épreuves Ecricome,EMLEDHEC! A travailler constamment.

Conseil important. Dans bon nombre de questions de cours, les notations ne sont pas introduites. C'est donc a toi, candidate ou candidat a l'oral
d'HEC, de le faire! Cela peut étre fait a loral; en revanche, le reste de la question (définition, théoréme [hypothése(s) + résultat(s)]...) doit étre écrit
au tableau.

FOURRE-TOUT

1.

Nombre de racines d'une fonction polynomiale de R,[x].

Soit P € R,[x].
e P admet au plus n racines (en comptant leurs multiplicités)

e Si P admet au moins n + 1 racines (en comptant leurs multiplicités), alors P est la fonction
polynomiale nulle.

2. Que peut-on dire du degré de la somme et d'un produit de deux fonctions polynomiales?

3. Définition et propriétés de (

Soient P et Q deux fonctions polynomiales.
e P+ Q est une fonction polynomiale et deg(P + Q) < max ( deg(P), deg(Q)).
e P x Q est une fonction polynomiale et deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q).

Z),obneNetke[[O;n]].

k

(z)zk'(nnilk)' (Z)Z(nik) " (2)+(k11)=(211)

n
o Définition. ( ) est le nombre de parties a k éléments d'un ensemble a n éléments.

e Propriétés.

4. Formule du binéme de Newton.

n

Y(a,b)€RZ, ¥n €N, (a+b)" = (Z) a*p"*

5. Définition d'une bijection. Que peut-on dire de la composée de deux bijections?

6. Nombre de bijections d'un ensemble a n éléments dans un ensemble a n él

Soient £, F, G trois ensembles ainsi que f: E — F et g : F — G deux applications.
e Définition. On dit que f est bijective de £ dans F lorsque : Vy € F, 3lx € £ [ y = f(x).
e Propriété. Si f est bijective de E dans F et g bijective de F dans G, alors g o f est bijective de
E dans Get (gof) ' =f"og™.

i v

ements.

ILy a n! bijections différentes d'un ensemble a n éléments dans un ensemble a n éléments.

Vocabulaire
La multiplicité d'une racine a de
P est le plus grand entier m par
lequel (x — @)™ factorise P.

A retenir...
En particulier, st une fonction
polynomiale admet une infinité
de racines, alors c'est la fonction
polynomiale nulle.

— Petites remarques

o La derniere éqgalité (relation de
Pascal) est bien encore valable
st k = n, car par convention :
n
= 0. e On pourrait
(n +1 ) P
donner également des valeurs

remarquables : (8 = Tet

i

X Attention !
Dans sa version matricielle, les
deux matrices en jeu doivent
commuter.

— = Rappels...
e f est injective lorsque :

V(x, x') € E2, (f(x)=f(x') = x=X')

o

e f est surjective lorsque :
VyeF, IxeE|y=1_f(x)

— A retenir...

Soient £ = {e,...,e,} et F =
{fi,....f,} deux ensembles (qui
peuvent étre égaux).

Créer une bijection de E dans F
clest :

e associer a eq un élément de F :
n choix,

e associer a ey un élément de

F différent du précédent : n — 1
choix,

o

e associer a e, le seul élément de
F restant :1 choix.
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ANALYSE

SUITES

7. Enoncer les résultats concernant les suites récurrentes linéaires d'ordre 2.

Soient a,b € R et (u,),en une suite de réels vérifiant : Vn € N, v, = au,y1 + bu,; et soit A le

discriminant associé & 'équation x> — ax — b = 0.
e Si A >0, alors 'équation x> — ax — b = 0 admet deux solutions distinctes x; et x, et
3t ) €R? [Yn €N, u, = Ax] + pxt
e Si A =0, alors l'équation x> — ax — b = 0 admet une seule solution x; et

A p) €RPIVYnEN, u, = (An + p)xg

8. Définition de la convergence d'une suite. Définition d'une suite ayant pour limite 4oc.

Soit (Up)pen une suite de réels.

e Définition. On dit que la suite (u,),en converge lorsqu'il existe un réel ¢ tel que :
Ve>0, INEN/VneN, (n>2N=|u, — | <¢)
e Définition. On dit que la suite (u,),en @ pour limite +o0o lorsque :

VAER ANEN/VneN, (n=N= u, > A)

9. Convergence et divergence des suites réelles monotones.

Soit (U,)pen une suite de réels.
® Si (u,)nen est croissante et majorée, alors (u,),en converge.
® Si (uy)nen est décroissante et minorée, alors (u,),en converge.
® Si (uy)nen est croissante et non majorée, alors (u,),en diverge vers +oa.
(un)

® Si (uy)nen est décroissante et non minorée, alors (u,),en diverge vers —oo.

10. Suites adjacentes.

Soient (Uy)nen et (Va)nen deux suites de réels.
e Définition. On dit que (u,)sen et (Vu)nen sont adjacentes lorsque :
v l'une de ces suites est croissante,
v lautre est décroissante,
v lim
n—-+00
o Propriété. St (u,),en et (va)nen sont adjacentes, alors elles convergent et ont la méme limite.

(up —v,) =0.

11. (Chapitre 2) Définir le fait qu'une suite est négligeable devant une autre au voisinage de +oc.

Soient (Uy)nen et (vo)nen deux suites telles qu'a partir d'un certain rang, (v,),en ne s'annule pas.

u
On dit que la suite (u,),en est négligeable devant la suite (v,),en en 400 lorsque lim — = 0.
n—+o0o V,

12. (Chapitre 2) Définir le fait que deux suites sont équivalentes au voisinage de +oc.

Soient (U,)nen et (vi)nen deux suites telles qu'a partir d'un certain rang, (v,),en Ne s'annule pas.

u
On dit que la suite (u,),en est équivalente a la suite (v,),en en 400 lorsque lim — = 1.
n—-+00 Vj,

Vocabulaire

L'équation x* — ax — b = 0 est
appelée équation caractéristique
de la suite (up)neN.

% Subtil... %
Ne pas confondre les définitions
4 de “(Un)neN converge“ et “(Un)neN
converge vers ¢'..

Petite remarque
Dans les deux définitions, au
lieu décrire 'Vn € N, (n >
N = ...)", on pourrait écrire
Vn e [N;+oof, .."

Petite remarque
En fait, toute suite monotone

admet une limite (finie ou infinie).

Petite remarque
Bien évidemment, les roles de
(Un)nen et (vo)nen sont échan-
geables.

X Attention !

ELLES CONVERGENT !
On entend souvent le seul résultat
‘elles ont méme limite".

— = Pour info...

Plus généralement, (u,),en est
négligeable devant (v,),en en
+00 lorsqu'il existe (€,)peN tq :
e lim ¢,=0,

CedINeN/VYn=N, u, =€y,

— = Pour info...

Plus généralement, (u,),en est
équivalente a (v;)pen en +oo
lorsqu'il existe (ay)neN tq :

e lim a,=1,
n—+00

CedINeN/Vn=N, u,=ayv,.

— = Rappel...
Puisque u, ~ v, <
n—+00
< Vp  ~ Up, ondit'(us)pen et
n—+0o00

(Vn)nen sont équivalentes”.

A retenir...
n "~ Vn
n—+o00
= up=vat+ 0 (vy)
n—+00
= Uy =v,+ o (up)
n—+00
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SERIES

13. Définition de la convergence d'une série numérique (a termes réels). Vocabulaire

(Sn)n;on est la suite des sommes

partielles de la série Z u,.

Soit (Up)pen une suite de réels. On définit la suite (Sp)nen par : Vn €N, S, = Z Ug. >0

— Confusion d’objets ! —

. Z u, désigne la série de
n>0

terme général u, : c'est donc une
suite.
+0o0

On dit que la série de terme général u, est convergente lorsque la suite (S,),en est convergente. <

14. Convergence absolue d'une série. Lien avec la convergence. Y .
. u, est appelé somme de la

n=0

série de terme général u,, cest
la limite de la suite (Sp)nen :
c'est donc un réel.

Soit (Up)pen une suite de réels.

e Définition. On dit que la série Z u, est absolument convergente lorsque Z |u,| est convergente.
n=0 n=0
— == Rappel...

e Propriété. Si Z u, est absolument convergente, alors elle est convergente.
4 0On sait que la réciproque est

n>0 =n"
f —_—
ausse... Exemple avec Z .
n=1
qui est convergente (comment
L. L. le démontrer?), mais n'est pas
15. Convergence et sommes des séries géométriques. absolument convergente...
Soit g € R.
Les séries Z q", Z ng" " et Z n(n —1)q"~? sont convergentes si, et seulement si, ¢ €] —1;1[ et en
n=0 n=1 n>2
cas de convergence :
400 1 400 2
. -2
Sl Lo Y-
— (—q? " & (1—q)

16. (Chapitre 2) Donner les criteres de comparaison de séries a termes positifs.

Soient (Uy)nen et (Va)nen deux suites de réels. Petite remarque
o Par Lnéga[ité : Tous sont é\’/ld\emment valables (et
a adapter légerement) dans le cas
vneN, 0L <V, ol les suites ne sont définies qu'a
artir d'un autre rang que 0.
* E v, est convergente == E u, est convergente P 94
n=0 nz0
vneN, 0<u, <y,
* E u, est dLvergente = > v, est divergente
n>0 nz=0

e Par négligeabilité :

(Un)nen et (Va)nen sont a termes positifs

u, = 0 (Vn)

* n—+oo = E u, est convergente
E v, est convergente n>0
n=0 -

(Un)nen et (Va)nen sont a termes positifs

up= 0 (vp) ]

* n—+o0 = E v, est divergente
E u, est divergente >0
n=0 J

e Par équivalence :

(Un)nen et (Va)nen sont a termes positifs

~ v - E u, et E v, ont méme nature
n

n
n—+o0 n=0 n=0
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FoncTioNs

17. Définition et représentation graphique de la fonction partie entiere.

e Définition. Soit x € R. La partie entiére de x, notée | x|, est le plus grand entier qui soit inférieur
ou égal a x.
De facon équivalente, | x| est Uunique entier vérifiant : [x| < x < |x] + 1.
e Représentation graphique.
3 .
2+ P —
1+ P —
-3 =2 1 2 3
L oman ¥
G ) |
| S— 31

18. Définition quantifiée de fonction ayant pour limite 400 en un réel a.

Soient / un intervalle de R, a une extrémité de / et f une fonction définie sur /.
On dit que f a pour limite +c0 en a lorsque

VAER, 36 >0/Vx €/, (xEla— 08 a+ 0= f(x) >A)

19. Définition quantifiée de la continuité en un point d'une fonction réelle d’une variable réelle.

Soient / un intervalle de R, a € / et f une fonction définie sur /.
On dit que f est continue en a lorsque

Ve>0,30>0/Yxel (xE[a—10;a+ 0= |f(x)— f(a)] < &)

20. Notion de prolongement par continuité d'une fonction réelle d'une variable réelle.

Sotent / un intervalle de R, a un réel de [ et f une fonction définie sur /\ {a}.

e Définition. On dit que f est prolongeable par continuité en a lorsque f posséde une limite finie
en a.

e Propriété. Si f est continue sur /\ {a} et prolongeable par continuité en @, alors la fonction
f:{ 1 — R

{f(x) six#a
X >

lim(f)  six=a

est continue sur /.

21. Convexité d'une fonction définie sur un intervalle de R. Caractérisation dans le cas d'une fonction de classe €.

Soient / un intervalle de R et f une fonction définie sur /.

e Définition. f est convexe sur [ lorsque
Y(x,y) € P, VA€ (01, fAx + (1= Ay) < AF(x) + (1 = Df(y)
o Propriété. Si f est de classe €7 sur /, alors

(f est convexe sur /) — (f’ est croissante sur l)
= (‘5( est au-dessus de ses tangentes sur /)
— (Wx el "(x)>0)

Petite remarque
On précise les points (a gauche
des segments), ce qui exclut ceux
de droite.

Autrement dit :
On prend seulement les x dans
INfa—20;a+ 0]

L'information 'x € [a — 0;a + o]
est équivalente a ‘[x —a| < 0"

ment si, lim(f) = f(a)...
a

= Rappel... ——
*ffest continue en a st , et seule-

A retenir... ———

[yl = {ax+ (1= Ay, 4 €[0:1]}

Petite remarque
Seule la derniére caractérisation
suffit probablement (les deux
précédentes sont d'ailleurs vraies
dés que f est €' sur /).

QUESTIONS DE COURs - Page 4/23



22. Soient f : R — R et a € R. Que signifie graphiquement le fait que a soit un point d'inflexion de la courbe
représentative de f? Quelles sont les méthodes pour le calculer?

e Définition. Le point de coordonnées (a, f(a)) est un point d'inflexion de la courbe de f lorsque f
change de convexité en a.
e Trois possibilités pour montrer que %; posseéde un point d'inflexion en (a, f(a)) :
* revenir a la définition de convexité / concavité;
% si f est €' : étudier la position relative de € par rapport a sa tangente en (a, f(a)) et
montrer que ¢; traverse cette tangente;

% si f est €2 : déterminer les réels en lesquels f” s'annule en changeant de signe (qui sont
alors les points d'inflexions).

23. Théoréme des valeurs intermédiaires.

Petite remarque

Deux versions : Encore valable si l'intervalle
n'est pas un segment : considérer
e Version 1. Soient a,b € R avec a < b et f une fonction définie sur [a; b]. lim f(x) & la place de f(a) et/ou
St f est une fonction continue sur [a; b], alors tous les réels compris entre f(a) et f(b) possedent lim f(x) & la place de f(b).

au moins un antécédent dans [a; b] par f.
Autrement dit, st f est une fonction continue sur [a; b], alors pour tout réel k compris entre f(a) et
f(b), U'équation f(x) = k, d'inconnue x € [a; b], posséde au moins une solution sur [a; b].

e Version 2. l'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

24. Théoreme de la bijection.

Soient / un intervalle de R et f une fonction définie sur /.
Si f est:

v/ continue sur /,

v strictement monotone sur /. Petite remarque
Alors : f est bijectLve de / dans f(/) f(I) est un lntgrvalle car | lest et
que f est continue sur [ (TVI).

De plus, =1 est continue et strictement monotone sur l'intervalle J = f(/), de méme monotonie que f; et

Lo | . R . " ) 1= Pour info...
leurs courbes sont symétriques (dans un repere orthonormé du plan) par rapport a la droite d'équation <Fe fait que () soit un intervalle
y = x.

est garanti par le TVL...

25. Inégalité des accroissements finis.

Soient / un intervalle de R, f une fonction définie sur / et M € R™.
Si: Petite remarque
q
- On pourrait introduire M en dé-
v f est dérivable sur /, but de la deuxieme hypothese
v Vx el |f/(X)‘ <M. par M € RT / ...", mais bien
' souvent ce M est connu, donc
Alors : 'énoncé donné fournit la rédac-
V(G, b) c /2’ |f(0) _ f(b)| < M‘b _ 0‘ tion a adopter en pratique.

26. (Chapitre 5) Négligeabilité de deux fonctions au voisinage d'un réel.

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage d'un réel a telles que g ne s'annule pas au voisinage
de a (g peut s'annuler en a).
f(x)

On dit que f est négligeable devant g en a lorsque lim m =0
X—a X

27. (Chapitre 5) Définir le fait que deux fonctions soient équivalentes au voisinage d'un réel a.

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage d'un réel a telles que g ne s'annule pas au voisinage A retenir...
de a (g peut s'annuler en a). fx) ~, 9
f lx) =
On dit que f et g sont équivalentes en a lorsque lim RG] =1 = =g+ o (90)

e g(x) = flx) =g+ o (f(x)

—a
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28. (Chapitre 10) Développement limité en un réel a. Exemples de développement limités en 0.

e Définition. Soient @ € R et f une fonction définie au voisinage de a (pas nécessairement en a).

* f admet un développement limité d’'ordre 0 en a lorsqu'il existe un réel ag tel que, au
voisinage de a
f(x) =ao+ o (1)
X—a

* [ admet un développement limité d'ordre 1 en a lorsqu'il existe des réels ag, a1 tels que,
au voisinage de a
flx)=ao+ai(x—a)+ o (X—a)

X—a

* f admet un développement limité d'ordre 2 en a lorsqu'il existe des réels ag, a4, a; tels

que, au voisinage de a Petite remarque
9 9 On peut se contenter de donner
fix)=ao+ ai(x —a)+a(x—a)+ o ((X —a) ) la définition de DLy(a). A adapter
x—a st on demande la définition de
DL, (0).
e Exemples.
x? ,
* e =1T+x+—=+ o (x
2 XHU( )
XZ 2
* IN(1T+x)=x——= o (x
(140 =x=5+ o ()
ala—1
* VoeR, (1+x)"=14ax+ %Xz—i— oo(xz)
X—>

29. (Chapitre 10) Formule de Taylor-Young.

Soient / un intervalle de R, a un réel de / et f une fonction définie sur /.
o Sifest € surl alors f admet un DLy(a) et

flx) = fla) + F'(a)x —a) + o ((x—a))

o Sifest €’ surl alors f admet un DL,(a) et

@(X — 0)2 + o ((X — 0)2)

X—a

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) +

30. (Chapitre 13) Soit f une fonction & valeurs réelles de classe € définie sur une partie D de R?. Rappeler la
définition d'un point critique de f, et donner une condition suffisante pour que f possede un extremum local en
ce point.

Soit My = (x0, Yo) € D.

e Définition. On dit que My est un point critique de f lorsque V(M) = 01.

A ) . d1f(x0, yo) =0
Aut t dit, (xo, t tcrit de f L :
utrement dit, (xo, yo) est un point critique de f lorsque { 92f(x0, yo) = 0

e Si:
v D est un ouvert,

v (X0, yo) est un point critique de f, Petites remarques

2 . . . i e si les VP sont non nulles et de
v les valeurs propres de V“f(xp, yo) sont strictement positives (respectivement strictement signes opposés : point col.
négatives). ® si au moins une des VP est
nulle : on ne peut pas conclure.

Alors : f admet un minimum local (respectivement maximum local) en (xo, yo).

QUESTIONS DE COURS - Page 6/23



INTEGRALES

31. Soit / un intervalle de R, @ € /, et f : | — R une fonction continue sur /. Donner les propriétés de l'application

XElr— / f(t)dt.

X

L'application F : x — / f(t)dt est €' sur et : Vx €1, F'(x) = f(x).

a
La fonction F est en fait lunique primitive de f s'annulant en a.

32. Intégration par parties.

Soient @, b des réels tels que a < b ainsi que u et v des fonctions définies sur [a; b].
Si u et v sont €' sur le segment [a; b], alors

b b
/ u'(X)v(x)dx = [u(x)v(x)]z f/ u(x)v'(x)dx

33. (Chapitre 6) Définition de la convergence d'une intégrale impropre en +o0.

Soient @ € R et f une fonction définie et continue sur [a; +od|.

+00 X
On dit que l'intégrale impropre / f(t)dt est convergente lorsque la fonction x — / f(t)dt admet

une limite finie en +oo.

34. (Chapitre 6) Donner les critéres de comparaison sur les intégrales impropres.

Soient a € R ainsi que f et g deux fonctions définies et continues sur [a; +oq].
e Par inégalité :
Vt € la;+oq], 0 f(t) < g(t) +oo
* /*“’ g(t)dt est convergente — (/a f(t)dt est convergente)

Vt € [a; +oq], 0 < f(t) < g(t) +oo
+00 .
* / (£)dt est divergente = (/u g(t)dt est dtvergente)

e Par négligeabilité :

f et g sont positives sur [a; +o0|

fit)= o (g(t)

+00
H = (/ f(t)dt est convergente)
/ g(t)dt est convergente !

f et g sont positives sur [a; +od]
flt) = o_(g(t))

t

+00
4 = (/ g(t)dt est divergente)
[ f(t)dt est divergente !

e Par équivalence :

f et g sont positives sur [a; +od] +00 +00 )
[ty ~ glt) = / f(t)dt et/ g(t)dt ont méme nature

t—+o00

35. (Chapitre 6) Convergence des intégrales de Riemann.

Soit a € R.

+0o0
e l'intégrale / t—adt est convergente si, et seulement si, a > 1
1

1
1
e 'intégrale / t—adt est convergente si, et seulement si, a < 1
0

4 sont divergentes

X Attention !
geulement sur les segments !!

— Important !

On en en déduit que pour tout
+00

1
a € R, lintégrale / t—adt est
0

toujours divergente.
On retient également que les

1 1 +00 9
lntégrales/ —dt et/ —dt
ot ot
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES, SYSTEMES DIFFERENTIELS

36.

37.

38. (Chapitre 15) Résolution des équations différentielles linéaires d'ordre 2 a coefficients constants sans second

39.

(Chapitre 15) Principe de superposition.

Soient / un intervalle de R, a € R ainsi que deux fonctions f; et f, définies et continues sur /.
St:

vy est solution de 'équation différentielle y’ 4 ay = f;, d'inconnue y € €'(/,R),

vy est solution de l'équation différentielle y’ 4 ay = f,, d'inconnue y € €'(/,R).

Alors : pour tous A1, A, € R, la fonction Ajyq + Ayys est solution de léquation différentielle y' + ay =
My + Af, d'inconnue y € %1(/, R).

(Chapitre 15) Structure de l'ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire.

Soient (E) une équation différentielle linéaire et (Ey) son équation différentielle linéaire homogéne
associée.
Notons Sg l'ensemble des solutions de E, Sy Uensemble des solutions de (Eyy).

e S, est un espace vectoriel.

e Toute solution de (E) est obtenue en ajoutant a une solution particuliere de (E) une solution
quelconque de (Ey). Autrement dit :

solution générale —  solution particuliére 4 solution générale de
de 'EDL de 'EDL l'équation homogene associée

Ou encore, en notant f, une solution particuliére de E :

SE={fp+fH/fHESH}

membre.

Soient @, b € R et A le discriminant associé & l'équation r? + ar 4+ b = 0.

e Si A >0, alors 'équation r’ 4+ ar + b = 0 admet deux solutions distinctes ry et r, et :
(f est solution de VEDL2 y” 4+ ay’ + by =0) <= (A p ER, Vx €1, f(x) = re™ + pe'?)
Autrement dit :
lensemble des solutions de y” + ay’ + by = 0 est {x € /> A" + pe* | A,y € R}.
e Si A =0, alors l'équation 4+ ar+ b = 0 admet une solution ry et :
(7 est solution de VEDL2 y” + ay’ + by =0) <= (IA,p ER, Yx €/, f(x) = (Ax + p)e)
Autrement dit :

lensemble des solutions de y” + ay’ + by = 0 est {x € [+ (Ax + p)e™ [ A,y € R},

(Chapitre 15) Structure de l'ensemble des solutions d'un systéme différentiel linéaire.

Soient (E) une systeme différentiel linéaire de taille n et (E4) son systéme différentiel linéaire homogéne
associé.
Notons Sg l'ensemble des solutions de E, Sy Uensemble des solutions de (Eyy).

e S, est un espace vectoriel.
folSy — M,1(R)
X —  X(t)
e Toute solution de (E) est obtenue en ajoutant a une solution particuliere de (E) une solution
quelconque de (Ey). Autrement dit :

e Si ty € /, alors l'application est un isomorphisme.

solution générale —  solution particuliere 4 solution générale du
du SDL du SDL SDL homogeéne associé

Ou encore, en notant X, une solution particuliére de E :

5E={XP+XH/XHESH}

E
479 cas des EDL2 et SDL.

Petite remarque
ncore valable et a adapter dans

Vocabulaire

L'équation r’ 4+ ar + b = 0 est
appelée équation caractéristique
associée a L'EDL y” + ay’ + by =

0.
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40. (Chapitre 15) Equilibre d'un systeme différentiel : définition et caractérisation.

41.

e Définition. Un équilibre d'un systeme différentiel linéaire est une solution constante de ce systeme
différentiel.

e Propriété. Soient A € M, (R) et Yo € M,1(R).
La fonction t — Yj est un équilibre de X" = AX si, et seulement si Yy € ker(A).

(Chapitre 15) Définition d'un probleme de Cauchy dans le cas d'une EDL1 / d'une EDL2 / d'un SDL,

e Cas d'une EDLI1.
Soient @ un réel, b une fonction continue sur /. On appelle probleme de Cauchy un probléme de

la forme { y +ay=>b , d'inconnue y € €'(I,R), ol xo € / et yp €R.

y(xo) = Yo
e Cas d'une EDL2.
Soient @, b des réels et ¢ une fonction continue sur /. On appelle probléme de Cauchy un probléme

de la forme 1 y +ay +by=c , d'inconnue y € ng(/, R), ol xo € | et yo, 20 € R.

y(xo) =yo ; y'lx) = 2
e Cas d'un SDL.
Soient A€ M, (R) et B: 1 — M,+(R). On appelle probleme de Cauchy un probléeme de la forme

{ X =AX+8 , d'inconnue X € €' (I, M, 1(R)), oli ty € I et X € M,1(R).
X(to) = Xo

A retenir...
St A est inversible, alors la fonc-
tion t —— 0,1 est le seul équi-
libre de X' = AX.

Cauchy admet toujours une et une

Important ! ——
Dans tous les cas, un probleme de
seule solution.

Hors programme ?

Les systemes différentiels li-
néaires non homogenes semble
étre hors programme... Dans le
doute...
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PROBABILITES

42. Probabilité : définition et propriétés.

Soit (€, A) un espace probabilisable.
o Définition. Une probabilité sur (Q), A) est une application P : A — [0; 1] telle que :
v PQ)=1

v pour toute suite (A,),en d'évenements deux a deux incompatibles de A, la série ZIP(A,,)

n>=0
+oo +00
U An) =) PA).
n=0 n=0

e Propriétés. Pour tous A, B,C € A :

* PAA=1—P(A) et P(@)=0.
* SUA C B, alors P(A) < P(B).
* Formules de Poincaré (ou du crible) :
x P(AUB) =P(A)+ P(B)—P(AN B)
x PAUBUC)=PA)+PB)+P(C)-—PANB)—P(ANC)-P(BNC)+PANBNC)

est convergente et IP

43. Formule des probabilités composées.

Sotent (Q, A, IP) un espace probabilisé, n € [[2; +oo[ ainsi que Ay, Ay, ..., A, € A.

n—1

(1A

k=1

St P #+ 0, alors

n

M4

i=1

P =P(A1) x Pa(A2) x Pajnay(As) x o x Pajnagnon, 4 (An)

44. Formule des probabilités totales.

Soit (Q, A, IP) un espace probabilisé.
St (An)nen est un systéme complet d'évenements de A, alors pour tout B € A, la série ZIP(A,7 N B)
est convergente et

P(B) — Y_PI4, 0 6)
n=0

Petite remarque
% adapter dans le cas d'une fa-

VARIABLES ALFATOIRES DISCRETES

45. Lot uniforme sur [1; n]) : définition, modéle, propriétés.

Soient (Q2, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur cet espace.

e Définition. Soit n € N*. On dit que X suit la loi uniforme sur [1;n] (on note X — % ([1;n]))
lorsque :

X(Q) =[1;n] ; Vke[1;n], P(X =k

o
e Modéle. En considérant :

v une expérience comportant n issues équiprobables numérotées de 1 a n;
v une variable aléatoire X qui prend comme valeur le numéro de l'issue obtenue;

la variable aléatoire X suit alors la loi uniforme sur [1; n].

e Propriétés. Si X < % ([1; n]), alors X admet une espérance et une variance, et

n+1 n?—1
E(X) = V(X)) = 5

— Petite remarque

En regardant la formule il faudrait
comme hypothése que les pro-
babilités de tous les évenements
par lesquels on conditionne soient
no1n nulles.

n—

ﬂ Ay est inclus dans tous les

k=1

précédents, le fait que sa probabi-
lité soit non nulle garantit que les
autres probabilités le sont égale-
ment.

mille finie d'évenements.
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46. Lot de Bernoulli et loi binomiale : définitions, modeles, propriétés.

Soient (QQ, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur cet espace.
e Loi de Bernoulli.

* Définition. Soit p €]0;1[. On dit que X suit la lot de Bernoulli de paramétre p (on note
X — ZB(p)) lorsque :

X(Q={0;1} ; P(X=0)=1-p ; P(X=1))=p

* Modeéle. En considérant :

v une expérience a deux issues, dont une, appelée "succes’, est de probabilité p (appelée
épreuve de Bernoulli);
v une variable aléatoire X qui prend comme valeur 1 en cas de succes, et O sinon;
la variable aléatoire X suit alors la lot de Bernoulli de parameétre p.
* Propriétés. Si X — H(p), alors X admet une espérance et une variance, et

EX)=p ; VIX)=p(1=p)

e Loi binomiale.

* Définition. Soient n € N* et p €]0;1[. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n
et p (on note X — Z(n; p)) lorsque :

X(@Q =[0:n]) ; Vke[0:n], P(X=k])= (Z)pkﬂ —p)t

* Modéle. En considérant :
v une expérience consistant en n répétitions indépendantes de la méme épreuve de Ber-
noullt de parametre p;
v une variable aléatoire X qui prend comme valeur le nombre de succés obtenus;
la variable aléatoire X suit alors la lot binomiale de paramétres n et p.
* Propriétés. St X — Z(n; p), alors X admet une espérance et une variance, et

E(X) = np 5 V(X) = np(1 = p)

e Propriété.
Soit (Xi)ken+ une suite de variables aléatoires sur (Q, A, P).
St (Xk)ren est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de Bernoulli
de parameétre p, alors

Vne N, Y X Bnp)
k=1

47. Loi géométrique : définition, modele, propriétés.

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur cet espace.

e Définition. Soit p €]0; 1. On dit que X suit la loi géométrique de parameétre p (on note X — ¥(p))
lorsque :

X(Q) =N ; VkeN, P(X=k])=p(1-p*"
e Modeéle. En considérant :

v une expérience consistant en une infinité de répétitions indépendantes de la méme épreuve
de Bernoulli de parameétre p;
v une variable aléatoire X qui prend comme valeur le rang du premier succes;

la variable aléatoire X suit alors la loi géométrique de parametre p.

e Propriétés. St X — ¥(p), alors X admet une espérance et une variance, et

— = Rappel...

Une variable aléatoire sur

(Q, A, P) est une application

X Q — R telle que pour tout
xeR {weQXw <x}ed
(autrement dit, telle que pour
tout x € R, lensemble

{w € Q X(w) < x} estun
évenement).

En fait, ce modele ne définit

pas X partout, mais seulement
presque-partout !

En effet, de la sorte, l'issue ne
fournissant que des échecs n'a
pas d'image par X. Mats, l'éve-
nement "n‘obtenir que des échecs’
étant de probabilité nulle, on a
définit X presque-partout...
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48. Définition et propriétés de la fonction de répartition d'une variable aléatoire discréte.

Soient (QQ, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discrete définie sur cet espace.
P . o ) Fx:| R — [0;1]
e Définition. La fonction de répartition de X est la fonction e IP([X < x]) .

e Propriétés.

* VxeR 0 Fx(x) < 1. A retenir...
* Fy est croissante sur R. Fx est nulle "avant X(Q)" et égale
) . a1 apres X(Q).
* lim Fx(x)=0et lim Fx(x)=1.
X—>—00 X——+00
* Pour tout x € X(Q), Fx est continue a droite en x et admet une limite finie a gauche en x. A retenir...
* La fonction de répartition caractérise la loi. Les 5 premieres propriétés sont

valables pour toutes les fonctions
de répartition; peu importe la
nature de la variable aléatoire.

La derniére n'est valable que pour
les VA discrétes.

*

Fx est constante par morceaux.

49. Espérance et variance d'une variable aléatoire discrete.

Soient (QQ, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discrete définie sur cet espace.

e On dit que la variable aléatoire X admet une espérance lorsque la série Z XIP([X = x]) est
XEX(Q)
absolument convergente.
Le cas échéant, l'espérance de X, notée E(X), est la somme de cette série.
e Si X admet une espérance, on dit qu'elle admet une variance lorsque la variable aléatoire (X -
E(X))2 admet une espérance.

Dans ce cas, la variance de X, notée V(X), est définie par : V(X) = E ((X — E(X))z).

50. Espérance d'une fonction d'une variable aléatoire discréte.

Théoréme de transfert. Soient (Q, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire discréte définie

sur cet espace et g une fonction définie sur X(Q).

La variable aléatoire g(X) admet une espérance si, et seulement si, la série Z g(x)IP([X = x]) est
XEX(Q)

absolument convergente et dans ce cas E(g(X)) est la somme de cette série.

51. Définition du moment d'ordre r d'une variable aléatoire discréte.

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé, X une variable aléatoire discréte définie sur cet espace et r € N.
On dit que X admet un moment d'ordre r lorsque X" admet une espérance.
Le cas échéant, le moment d'ordre r est E(X") et par théoreme de transfert :

EX)= ) XP(X=x)

XEX(Q)

52. Formule de Koenig-Huygens.

Soient (2, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discrete définie sur cet espace

e X admet une variance si, et seulement si, elle admet un moment d'ordre 2; Petite remarque
e Si X admet une variance, alors : On pense & inclure cette équi-
valence, ¢a ne colite pas grand

chose...

V(X) = E(X) — (E(X))*
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53. (Chapitre 3) Loi d'un couple de variables aléatoires discrétes. Lois marginales et conditionnelles.

Soient (QQ, A, IP) un espace probabilisé ainsi que X et Y deux variables aléatoires discréetes définies sur
cet espace.

e Loi jointe. La loi jointe du couple (X, Y) est l'application

]P(X'y) . X(Q) X Y(Q) —> [0, ”
(x.y) > P(X=xn[Y=y])

e Lois marginales.

* La premiére loi marginale de (X, Y) est la lot de X.

* La seconde loi marginale de (X, Y) est la lot de Y.
e Lois conditionnelles.

* Soit y € Y(Q). SUP([Y = y]) + 0, alors la loi conditionnelle de X sachant [V = y] est

l'application
XQ — [01]
x = Py (X =x])

* Soit x € X(Q). St P([X = x]) # 0, alors la loi conditionnelle de Y sachant [X = x| est
l'application
Ve — (0]
y — Puoy([Y = y))

54. (Chapitre 3) Indépendance de variables aléatoires discretes.

Soit (Q, A, IP) un espace probabilisé.

e Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes définies sur (Q, A, IP).
On dit que X et Y sont indépendantes lorsque :

Y(x, y) € X(Q) x Y(Q), P(X =x]n[Y =y]) = P(IX =x]) « P([Y =)

e Soient n € [[2; +oof et Xi, Xz, ..., X, des variables aléatoires discrétes définies sur (Q, A, P).
On dit que les variables aléatoires Xi, X5, ..., X, sont mutuellement indépendantes lorsque :

m[Xk = Xk]) = |_|]P([Xk = Xk])

k=1

V(X1,X2, “,,Xn) S XW(O) x XQ(Q) X o X X,,(Q), P

e Soit (Xi)ren+ une suite de variables aléatoires discretes.
On dit que la suite (Xi)ken+ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes
lorsque, pour tout n € N*, les variables aléatoires Xi, X, ..., X, sont mutuellement indépendantes.

55. (Chapitre 3) Lemme des coalitions.

Soit (Q2, A, IP) un espace probabilisé.
e Cas de deux variables aléatoires. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, A, IP).
St les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors toute variable aléatoire fonction de
X est indépendante de toute variable aléatoire fonction de Y.

e Cas de n variables aléatoires. Soient n € [2;4o00[ et Xi, X3, ..., X, des variables aléatoires
discretes définies sur (Q, A, P).
St les variables aléatoires Xj, X5, ..., X, sont indépendantes, alors pour tout p € [1;n — 1], toute
variable aléatoire fonction des Xj, ..., X, est indépendante de toute variable aléatoire fonction des
Xpi1, -0 Xa.

Petite remarque

On peut se contenter de présenter
les lois marginales et condition-

¢ nelles au tableau pour une seule
des deux VA du couple; et men-
tionner que les autres se font de
fagon analogue.

Petite remarque

On peut ne présenter que le

4 second résultat, qui inclut le
premier (dans le cas n = 2).
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56. (Chapitre 3) Stabilité de la lot binomiale.

Soit (Q, A, IP) un espace probabilisé.

e Cas de deux variables aléatoires. Soient X; et X, deux variables aléatoires définies sur (Q), A, P)
ainst que nq,n; € N et p €]0;1]. On a :

X1 — HB(ni; p)
X5 — B(ny; p)
X1 et X; sont indépendantes

= Xi + Xo = B(n + nyp)

e Cas de N variables aléatoires. Soient (Xi)ren+ une suite de variables aléatoires définies sur
(Q, A, P) ainsi que (ng)ken+ une suite dentiers de N* et p €]0; 1. On a :

N N
Vk € N*, Xi — B(ng; p) ] ]
(Xk)ken+ est une suite de VA indépendantes = YN € [2 +oo], ;Xk =% ; e P

Petite remarque

On peut ne présenter que le se-
cond résultat, qui inclut le premier
(dans le cas N = 2); ou seule-
ment le premier, qui devrait satis-
faire le jury, en mentionnant que
clest encore le cas de n variables
aléatoires.

57. (Chapitre 3) Stabilité de la loi de Poisson.

X Attention !
Par souct de place, jécris "VA'
pour ‘variables aléatoires”. Sur la
copie, pas d'abréviation !

Soit (Q, A, IP) un espace probabilisé.
e Cas de deux variables aléatoires. Soient X; et X, deux variables aléatoires définies sur (2, A, IP)
ainsi que A;, A/, €R} . Ona:

X1 — gz(/\q)
Xz —> r@(/\2)
Xi et X, sont indépendantes

= Xi+ X = P(A + A)

e Cas de n variables aléatoires. Soient (Xi)ren+ une suite de variables aléatoires définies sur
(Q, A, P) ainsi que (Ag)kenr une suite de réels de R On a :

Yk e N*, Xi — P(A) }=>Vne [2 400l ) Xe > 2 (Z’\k)

(Xk)ken+ est une suite de VA indépendantes p -

Petite remarque

On peut ne présenter que le se-
cond résultat, qui inclut le premier
(dans le cas n = 2); ou seulement
le premier, qui devrait satisfaire

le jury, en mentionnant que c'est
encore le cas de n variables aléa-
toires.

58. (Chapitre 3) Espérance d'une fonction de deux variables aléatoires discretes.

X Attention !

Par souci de place, jécris "VA'
pour 'variables aléatoires”. Sur la
copte, pas d'abréviation !

Théoréme de transfert. Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé ainsi que X et Y deux variables aléatoires

discretes définies sur cet espace.

La variable aléatoire f(X,Y) admet une espérance si, et seulement si, la série double
Z f(x, y)P([X = x] N[Y = y]) est absolument convergente et dans ce cas, E(f(X,Y)) est

(y)EX(Q)x Y(Q)

la somme de cette série.

59. (Chapitre 3) Espérance du produit de deux variables aléatoires discrétes. Cas d'indépendance.

Soient (Q2, A, P) un espace probabilisé ainsi que X et Y deux variables aléatoires discretes définies sur
cet espace.
e Définition. La variable aléatoire XY admet une espérance si, et seulement si, la série double
Z xyP([X = x]N[Y = y]) est absolument convergente et dans ce cas, E(XY) est la
(xy)EX(Q)xY(Q)
somme de cette série.
e Propriétés.
* SU X et Y admettent chacune un moment d'ordre 2, alors XY amdet une espérance.

* St X et Y sont indépendantes et admettent une espérance, alors la variable aléatoire XY
admet une espérance et E(X'Y) = E(X)E(Y).

Important !
Il faut avoir une idée de la dé-
monstration de ce résultat, basée
sur l'inégalité :

S

2
Y(a,b) € R, |ab| < % + %
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60. (Chapitre 3) Définition et propriétés de la covariance de deux variables aléatoires discretes.

Soient (QQ, A, IP) un espace probabilisé ainsi que X et Y deux variables aléatoires discréetes définies sur
cet espace.

e Définition. La covariance du couple (X, Y) est le réel, noté Cov(X, Y), défini par (st existence) :
Cov(X, Y) = E((X —EX))(Y - E(Y)))

e Propriétés. Soient X, Y, Xy, X5, Yy, Y> des variables aléatoires définies sur (QQ, A, IP) admettant
un moment d'ordre 2.

* Si X et Y admettent chacune un moment d'ordre 2, alors (X, Y) admet une covariance.

* Cov(X,Y) =E(XY)—EX)E(Y) (formule de Koenig-Huygens)

* Cov(X, X) = V(X)

* Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (symétrie)

* YA, A € R, Cov(M Xy + A%, Y) = A Cov(X7, Y) 4+ A.Cov( X3, Y) (linéarité & gauche)

* YA, A € R, Cov(X, A1 Yr 4+ A Y5) = A4 Cov(X, V) + A,Cov(X, Y5) (linéarité ¢ droite) X Attention !

* Va €R, COV(X, 0) =0 Jion s.é‘ﬂt que la. lrélclproque de la
* SUX et Y sont indépendantes, alors Cov(X, Y) = 0. dermiere propricte est fausse..

Vocabulaire ———
On dit que X et Y sont non cor-
rélées lorsque Cov(X, Y) = 0.

61. (Chapitre 3) Définition et propriétés du coefficient de corrélation linéaire de deux variables aléatoires discretes.

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé ainsi que X et Y deux variables aléatoires discrétes définies sur
cet espace.
e Définition. St X et Y admettent chacune une variance non nulle, le coefficient de corrélation
linéaire du couple (X, Y) est le réel, noté p(X, Y), défini par :

Cov(X, Y)

PN = SR00(7)

e Propriétés. St X et Y admettent chacune une variance non nulle, alors :
* p(X, X)=1et p(X,=X)=—1;
st X et Y sont indépendantes, alors p(X, Y) =0;
pX.Y) = p(Y,X);
“1<pX,Y)<T;
p(X,Y) =1 si, et seulement si, l'une des variables aléatoires est presque-siirement fonction
affine strictement croissante de l'autre;

* p(X,Y) = —1si etseulement si, l'une des variables aléatoires est presque-slirement fonction
affine strictement décroissante de l'autre.

* %k % %
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VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

62. (Chapitre 8) Définition et propriétés de la fonction de répartition d'une variable aléatoire & densité.

Soient (QQ, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur cet espace.

Fx: | R — [0;1]

e Définition. La fonction de répartition de X est la fonction e IP([X < x]) .

e Définition. On dit que la variable aléatoire X est a densité lorsque sa fonction de répartition est :

v continue sur R,
v de classe €' sur R saut éventuellement en un nombre fini de points.
o Propriétés.
* VWxeR 0< Fx(x) <.
* Fx est croissante sur R.
* lim Fx(x)=0et lim Fx(x)=1
X——00 X—+00

* La fonction de répartition caractérise la loi.

63. (Chapitre 7) Définition d'une densité de probabilité.

Soit f une fonction définie sur R.
On dit que f est une densité de probabilité lorsque :

v f est positive sur R,

v f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points,

+o0
v lintégrale / f(t)dt est convergente et vaut 1,
—0Q

64. (Chapitre 8) Espérance et variance d’une variable aléatoire a densité.

Soient (Q), A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire a densité définie sur cet espace, de
densité fy.
+00

e On dit que la variable aléatoire X admet une espérance lorsque l'intégrale / tfx(t)dt est

—0oQ
absolument convergente.

Le cas échéant, l'espérance de X, notée E(X), est définie par

E(X) = [w th(t)dt

o0
e Si X admet une espérance, on dit qu'elle admet une variance lorsque la variable aléatoire (X —
2 .
E(X)) admet une espérance.

Dans ce cas, la variance de X, notée V(X), est définie par : V(X) = E ((X - E(X))Z).

65. (Chapitre 8) Espérance d'une fonction d'une variable aléatoire a densité.

Théoréme de transfert. Soient (QQ, A, IP), X une variable aléatoire a densité définie sur cet espace et g
une fonction définie sur X(Q).

St fy est une densité de X nulle en dehors de X(Q) et si g est continue sur X(Q) sauf éventuellement
en un nombre fint de points, alors la variable aléatoire g(X) admet une espérance si, et seulement si,

l'intégrale / g(t)fx(t)dt est absolument convergente. Le cas échéant :
X(@)

E(g(X)) = /X R

A retenir,., ——————
{TEX est nulle "avant X(Q)" et égale

a1 aprés X(Q).

*Subtil...k —

Ne pas confondre “définition d'une
densité de probabilité" et "densité
d'une variable aléatoire a den-
sité'..

Petite remarque
&éme définition de variance que

dans le cas d'une VA discrete.

X Attention | ————
Ne pas oublier la continuité de
g, nécessaire dans la version "a
densité’, mais pas dans la version
"discrete’.
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66.

67.

68.

69.

(Chapitre 8) Moment d'ordre r d'une variable aléatoire a densité.

Soient (QQ, A, IP) un espace probabilisé, X une variable aléatoire a densité, de densité fx, définie sur cet
espace et r € N. On dit que X admet un moment d'ordre r lorsque X" admet une espérance.

Le cas échéant, le moment d'ordre r est E(X") et par théoreme de transfert (licite car t — t" est continue
sur R) :

E(X") = [Do £ Fy(t)dt

(o)

(Chapitre 12) Définition et propriétés de la loi uniforme sur [a, b].

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur cet espace.

e Définition. Soient a,b € R tels que a < b. On dit que X suit la lot uniforme sur [a; b] (on note
X — %([a; b])) lorsqu'elle admet pour densité la fonction

1 4
fxr—d =g st x € [a; b]
0 sinon

e Propriétés.

* SUX < % ([a; b)), alors sa fonction de répartition est la fonction

0 six <a
Fixr— Z_ st x € [a; b]
1 stx>b

* SUX < % ([a; b)), alors X admet une espérance et une variance, et :

e — 0 v - 0

(Chapitre 12) Définition et propriétés de la loi exponentielle.

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur cet espace.

e Définition. Soient A € R. On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre A (on note
X — &(A) lorsquelle admet pour densité la fonction

s e six =0
’ 0 sinon

e Propriétés.
* SU X — &(A), alors sa fonction de répartition est la fonction

0 six <0

F:X'_){1—e_“ six>0

* St X — &(A), alors X admet une espérance et une variance, et :

(Chapitre 12) Définition et propriétés des lois normales.

Soient (Q), A, IP) un espace probabilisé et X, Y deux variables aléatoires définies sur cet espace.
o Définitions.
* On dit que X suit la loi normale centrée réduite (on note X — .47(0; 1)) lorsquelle admet
1T 2
V2

e” 7.
% Soient f € R et ¢ € R On dit que Y suit la loi normale de paramétre i et o (on note

—u\2
Y — A (u; 0%)) lorsqu'elle admet pour densité la fonction f : x —> 5 Ze’%(Tu) .
no

pour densité la fonction ¢ : x —>

o Propriétés.

* Ona:

Y o N (g 0?) = % < H(0:1)

— Petite remarque

On définit de la méme fagon les
lots uniformes sur [a; b, ]a; b] et
la; b], qui sont en fait toutes les
mémes (elles ont toutes la méme
fonction de répartition et des
densités qui ne different entre
elles qu'en en nombre fini de
points).
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* SUY — A (1 Uz), alors Y admet une espérance et une variance; et :
E(Y)=p ; V(Y) =0’
* En notant ¢ la fonction de répartition associée a la loi A7(0; 1) :
1
d(0) = 5 Vx €R, ®(—x)=1—P(x)

* Stabilité des lois normales : voir question 71.

70. (Chapitre 12) Propriétés et allure du graphe de la fonction de répartition de la lot normale centrée réduite.

On note & la fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
o Propriétés.
1
d(0) = 5 Vx € R, &(—x) =1—d(x)

e Représentation graphique.

71. (Chapitre 12) Stabilité de la loi normale.

Soit (Q, A, IP) un espace probabilisé.
e Stabilité par transformation affine. Soient X une variable aléatoire définie sur (Q, A, P), y € R,
ceR,aeR ethbeR Ona:
X s N (p;0%) = aX + b — A (ap + b; a*d?)

e Stabilité par somme, cas de deux variables aléatoires. Soient X et X5 deux variables aléatoires
définies sur (Q, A, P) ainsi que 1,1, ER et 01,00 €RI. Ona:

Xi = N (n; (712)
Xy — N (12 022)
Xi et X; sont indépendantes

= Xi + X0 = N (th + 1; 0% + 03)

e Stabilité par somme, cas de n variables aléatoires. Soient (Xi)ren+ une suite de variables
aléatoires définies sur (Q,.A, IP) ainsi que (ux)ren+ une suite de réels et (ox)ken- Une suite de
réels de R/. On a:

Vk € N*, X — AN (u; 0f) , . . -,
(Xk)ren+ est une suite de VA indépendantes =>Vn € [2+o0], ;Xk‘_)/ ;uk’ ; %%

CONVERGENCE, APPROXIMATION ET ESTIMATEURS

72. (Chapitre 14) Définition de la convergence en loi d'une suite de variables aléatoires. Cas des variables aléatoires

discretes.

Soient (€, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire définie sur (QQ, A, IP) et (X,)n,en+ une
suite de variables aléatoires définies sur (), A, IP). On note Fx la fonction de répartition de X et, pour
tout n € N*, on note Fx, la fonction de répartition de X,,.

e Définition. On dit que la suite (X,),en+ converge en loi vers X lorsque, pour tout x ol Fy est

A retenir...
Une transformée affine / une
somme / une combinaison linéaire
de VA indépendantes suivant une
loi normale suit encore une loi
normale.
Les parametres étant l'espérance
et la variance, ils sont aisés a
retrouver !

Petite remarque

On peut ne présenter que le
troisieme résultat, qui inclut le
premier (dans le cas n = 2); ou
seulement le second, qui devrait
satisfaire le jury, en mentionnant
que clest encore le cas de n va-
riables aléatoires.

o

X Attention !
Par souci de place, jécris "VA'
pour 'variables aléatoires”. Sur la
copie, pas d'abréviation !
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X Clest la ol Fx est continue, pas
lim Fx, (x) = Fx(x) Fx,.
n—+00

. ) X Attention !
continue, on a : {

e Caractérisation dans le cas "discret" — "discret" dans N.
St X(Q) € N et, pour tout n € N*, X,(Q) C N, alors :

(X, 5 X) < (vkeN, lm P(X, = k) = P(X =)

n—+o00 n—+o0Q

73. (Chapitre 14) Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson.

Soient (Q, A, P) un espace probabilisé, (X,),en- une suite de variables aléatoires définies sur cet espace,
(Pn)nen+ une suite de réels de lintervalle |0;1] et A € R
St:Vn e N, X, — HB(n;p,) et lLT np, = A; alors : la suite (X,),en+ converge en loi vers une

n—

variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A.
Autrement dit :
n AK
Vk €N, lim ( (k)pﬁ(T fp,,)”_k) =

n—+00 k‘

74. (Chapitre 14) Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Soient (Q, A, IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur cet espace.
St X admet une variance, alors :

V(X)
a?

Ya e R, P(IX ~E(X)| > a]) <

75. (Chapitre 14) Lot faible des grands nombres.

Soient (QQ, A, IP) un espace probabilisé et (Xi)ren+ une suite de variables aléatoires définies sur (QQ, A, P).

1 &
Pour tout n € N*, on note X, = — ZXk.
S

St (Xk)ren+ est une suite de variables aléatoires indépendantes, admettant toutes la méme espérance m
et la méme variance g2 (cest le cas si elles ont toutes la méme loi) alors :

¥e >0, lim P([|X, —m| >¢]) =0

76. (Chapitre 14) Théoréme central limite.

Soient (Q), A, IP) un espace probabilisé et (X))ren+ une suite de variables aléatoires définies sur (2, A, P).
On suppose que (Xi)ken+ est une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi, admettant la
méme espérance m et la méme variance o non nulle.

On pose, pour tout n € N*:

- 1< — X, —E(X,) X, —m
Xo = n ZXk DX = a(X =V o A retenir... ——————
ey (Xn) .
On centre et on réduit la

moyenne empirique.

Dans ce cas, la suite (7,,*)
Autrement dit :

Jen: converge en lot vers une variable aléatoire suivant la lot A47(0; 1).

n—+o00

— X 2
Yx €R, lim P([X, <x]):/ U tar

Ou encore :

. b 2
V(a,b) €R’, [a<b= lim P(la<X, <b])=/ ! e_[Tdt)

n—+o00
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ALGEBRE LINEAIRE

GENERALITES

77. Définition d'une matrice inversible.

Soient n € [2; +oof et A € M,(R).
On dit que A est inversible lorsqu'il existe une matrice B € M, (R) telle que AB = BA = |,.

78. (Chapitre 1) Sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel.

Soit £ un espace vectoriel réel.
Un ensemble F est un sous-espace vectoriel de E lorsque :

v FCE
v F est non vide,
vV Yu,veF, YA peR, Au+pv € F (F eststable par combinaison linéaire).

79. (Chapitre 1) Famille génératrice d'un espace vectoriel de dimension finie. Que peut-on dire de son cardinal?

de E.

e Définition. On dit que la famille (eq, ..., e,) est génératrice de E lorsque

VueE, Ik, .. W) ER Ju=) Aey
k=1

o Propriété. St .Z est une famille génératrice de E, alors Card(.%) > dim(E).

Soient £ un espace vectoriel réel de dimension finie, n € N* ainsi que (eq, ..., e,) une famille de vecteurs

80. (Chapitre 1) Famille libre d'un espace vectoriel de dimension finie. Que peut-on dire de son cardinal?

de E.

e Définition. On dit que la famille (eq, ..., e,) est libre dans E lorsque

Y(A1, . A) € R, (Z/\kek —0f = (Vk e [Tin], A = 0))

k=1

e Propriété. Si # est une famille libre de E, alors Card(.%) < dim(E).

Soient £ un espace vectoriel réel de dimension finie, n € N* ainsi que (eq, ..., e,) une famille de vecteurs

81. (Chapitre 1) Base d'un espace vectoriel de dimension finie. Que peut-on dire de son cardinal ?

de E.

e Définition. On dit que la famille (e, ..., e,) est une base de E lorsque

VueE, Ik, .., A) ER Ju=) Ae

k=1

génératrice de E.
e Propriété. St .# est une base de E, alors Card(#) = dim(E).

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, n € N* ainsi que (e, ..., e,) une famille de vecteurs

o Caractérisation. La famille (eq, ..., e,) est une base de E si, et seulement si, elle est libre et

Petite remarque
Une propriété énonce que A est
inversible si, et seulement si,

il existe il existe B telle que
AB = I, ou BA = I, : une seule

des deux égalités suffit.

Petite remarque

St E est de dimension finie et
que F est un ssev de E, alors F
est également de dimension finie
et dim(F) < dim(E).

Autrement dit :
Une famille est génératrice de £
lorsque tout vecteur de E s'écrit
comme combinaison linéaire des
vecteurs de la famille.

— Important !

Il est équivalent de dire qu'une
famille est libre lorsque

(A1, An) € R™ V(1, .. i) € R

o

n n
Y Mex=) mex=Yke[1in], A
k=1 k=1

La liberté d'une famille assure
donc que st un vecteur est CL des
vecteurs de cette famille, alors
cette CL est unique.

Autrement dit :
Une famille est une base de £
lorsque tout vecteur de E s'écrit
de maniére unique comme combi-
naison linéaire des vecteurs de la
famille.
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82. (Chapitre 4) Noyau, image et rang d'une application linéaire.

Soient £ et F deux espaces vectoriels de dimension finie ainsi que f € Z(E, F).
e Noyau.

* Définition. Le noyau de f, noté ker(f), est l'ensemble défini par

ker(f) = {u € E f(u) = 0¢ }

* Propriétés.
x ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.
x f est injective si, et seulement si, ker(f) = {Og}.
e |mage.

* Définition. L'image de f, notée Im(f), est l'ensemble défini par
={flv)/ueE}={veF|IueE |v="_lu}

* Propriétés.
x Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.
x f est surjective si, et seulement si, Im(f) = F.

e Rang.
* Définition. Le rang f, noté rg(f), est la dimension de Im(f) (licite car F est de dimension
finie, donc Im(f) également).

* Propriétés.
x 0 < rg(f) < min ( dim(E);dLm(F))A
x rg(f) = 0 si, et seulement si, f est l'application linéaire nulle.
x f est surjective si, et seulement si, rg(f) = dim(F).

83. (Chapitre 4) Isomorphisme d'espaces vectoriels. Caractérisation d’espaces vectoriels isomorphes.

Soient £ et F deux espaces vectoriels de dimension finie.
o Définition. Un isomorphisme de £ dans F est une application linéaire bijective de E dans F.
e Définition. On dit que E et F sont isomorphes lorsqu'il existe un isomorphisme de £ dans F.

e Caractérisation. £ et F sont isomorphes si, et seulement si, dim(E) = dim(F).

84. (Chapitre 4) Théoreme du rang. Application a la caractérisation des isomorphismes.

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie ainsi que f € Z(E, F).
rg(f) + dim ( ker(f)).

e Caractérisation des isomorphismes. St dim(£E) = dim(F) = n, alors

e Théoréme du rang. On a : dim(E) =

ker(f) = {0g} =— rq(f) =

N

f bijective

85. (Chapitre 7) Rang d'une matrice. Discuter, selon les valeurs des réels a, b, ¢, d du rang de la matrice (Z

o Définition. Soient n, p € [2;+oo] et A € M, ,(R).
Le rang de A, noté rg(A), est la dimension de Im(A). Autrement dit, c'est la dimension du sous-
espace vectoriel de M, ;(R) engendré par les colonnes de A.
En notant (i, ..., G, les colonnes de A, on a rg(A) = dim (\/ect(Cq L Cp)).

e Soienta,b,c,d R
b
d) ) _>
b

b) n'est pas inversible et donc rqg ( (Z

IR

* Stad —bc # 0, alors ((Z 2) est inversible et donc rg ( (CC]
* St ad —bc =0, alors (‘Z

X Sia=b=c=d=0,alorsrg((i

f est réduit au vecteur nul".

X Attention | ———
+7ker(f) = {0¢} se lit 'le noyau de

Pas trés original
Im(f) n'est rien d'autre que l'en-
semble de toutes les images des
vecteurs de E par f...

Petite remarque
Jai choisi de ne pas me contenter
de donner les définitions... A voir

< ce que le jury veut !

— = Pour info...

Il suffit que E soit de dimension
finie (non nécessairement F) pour
que le théoreme du rang soit
valable.

— Petite remarque

4 Cest en particulier valable si

E = F, donc dans le cas ol f est
un endomorphisme...

Un endomorphisme est un isomor-
phisme ssi il est injectif ssi il est

bijectif.
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X S'mon:rg((i Z)) =1

86. (Chapitres 7 et 11) Matrices semblables : définition et propriétés.

Sotent n € [2; +o0[ ainst que A, B € M,(R).
e Définition. On dit que A et B sont semblables lorsqu'il existe une matrice P € M, (R) inversible
telle que A= PBP~".

e Propriétés.

* Caractérisation. Deux matrices sont semblables si, et seulement si, elles représentent le
méme endomorphisme dans des bases différentes.

* Si A et B sont semblables, alors rg(A) = rg(B).
* SiA et B sont semblables, alors Sp(A) = Sp(B).

REpucTioN

87. (Chapitre 11) Définition d'une matrice diagonalisable.

Une matrice carrée est diagonalisable lorsquelle est semblable a une matrice diagonale.

88. (Chapitre 11) Définitions de valeur propre et vecteur propre d'une matrice carrée.

Soient n € [2; +oof et A € M, (R).
Soit A € R. On dit que A est valeur propre de A lorsqu'il existe X € M, 1(R) tel que :

X 40, ET AX = AX

Un tel vecteur X est appelé vecteur propre de A associé a la valeur propre A

89. (Chapitre 11) Définition d'un polynome annulateur d'une matrice. Lien avec les valeurs propres.

Sotent n € [2; +oo et A € M, (R).
e Définition. Soit P € Rx].
On dit que P est annulateur de A lorsque P(A) = 0,,. X Attention !

On a seulement une inclusion !

e Propriété. Si P est annulateur de A, alors Sp(A) C rac(P), ot rac(P) désigne l'ensemble des Toutes les racines d'un polyndme

racines de P. annulateur ne sont pas néces-

Autrement dit, si P est annulateur de A, alors les valeurs propres de A sont parmi les racines de sairement des valeurs propres de

p A.. Sinon, tout réel serait valeur
. propre de A.
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G RAPHES ET CHAINES DE MARKOV

90. Définition de la matrice d'adjacence d'un graphe.

Soit 4 un graphe d'ordre n (non pondéré). Notons sy, s, ..., s, ses sommets.
On appelle matrice d'adjacence de & la matrice M = (m;;) € M, (R) telle que pour tous i,j € [1;n] :

e m,; est le nombre d'arétes reliant s; et s; si & est non orienté;

e m;; est le nombre d'arcs de s; vers s; si & est orienté.

91. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un graphe soit non orienté.

Soit ¢ un graphe d'ordre n (non pondéré) et M sa matrice d'adjacence.
Le graphe ¢ est non orienté si, et seulement si, M est symétrique.

92. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un graphe soit connexe.

Soit ¢ un graphe d'ordre n (non pondéré) et M sa matrice d’adjacence.
Le graphe & est connexe si, et seulement si, les coefficients de la matrice [, + M + ...+ M"" sont tous
strictement positifs.

93. (Chapitre 17) Définition de la matrice de transition d'une chalne de Markov homogéne.

Soient r € [2; +oo[ et (X,),en une chaine de Markov homogéne sur [1; r].
La matrice de transition de (X,),en est la matrice M = (m;j)1<ij<r € M,(R) telle que :

V(i j) € [ 1% miy = Pp—g((Xi = j))

Autrement dit, le coefficient (i, j) de M est la probabilité de transition de i vers ;.

94. (Chapitre 17) Etat stable d'une chatne de Markov.

Soient r € [2; +oo[ et (X,)sen une chatne de Markov homogéne sur [1; r] dont la matrice de transition
est notée M.
Un état stable (ou état invariant ou état stationnaire) de (X,),en est une matrice ligne U telle que :

v U est stochastique,
vV U=UxM

Petite remarque

Pour un graphe orienté, il s'agit
alors de la forte connexité (relier
deux sommets par des successions
darcs).

En gros...

La matrice de transition est une
matrice d'adjacence du graphe
probabiliste associé a la chatne
de Markov dans laquelle chaque
coefficient n'est pas le nombre
d'arcs allant de i vers j, mais le
poids de l'arc.
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