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EXERCICE 2

ENONCE

Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur |0; +oq[ par :

Vx €0, 400, f(x) =x— ln(x)

PARTIE | : ETUDE DE LA FONCTION f.

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en +o0.

2. Montrer que l'équation f(x) = 2, d'inconnue x €]0; +o0|, admet exactement deux solutions, notées a et b, telles que 0 < a < 1 < b.

3. Etablir: b €[3;4]

4. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme suivant afin que U'exécution de approx_b(p) : renvoie une valeur approchée de b a p
prés, ol p est un réel strictement positif, obtenue par la méthode de dichotomie.

1| def f£(x):
2 return ......
5 def approx_b(p):
4 x1,x2=3,4

5 while ......:
6
7
8
9

PARTIE Il : ETUDE D'UNE SUITE
On définit maintenant la suite (u,)pen par ug =4 et :¥n €N, v, = In(u,) + 2.
5. Montrer que pour tout n € N, u, existe et u, > b.

6. Déterminer alors la monotonie de la suite (u,),en. En déduire quelle converge et préciser sa limite.

7. 7.a. Etablir:¥n €N, vy —b < %(un — b).

1
7.b. En déduire que : Vn e N, 0< v, — b <

?.
7.c. Retrouver alors le résultat obtenu & la question 6., puis déterminer un entier & partir duquel u, est proche de b & 1073 prés.
PARTIE IIl - ETUDE D'UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE

o[

8. Montrer que ¢ est bien définie et de classe € sur |0; +oq|, et que l'on a :

Considérons la fonction :

In(2) — In(x)
(x — In(x))(2x — In(2x))

Vx €]0; +od, ¢'(x) =

9. En déduire les variations de ¢ sur ]0; +-oq].
10. Montrer que : Vx €]0; +oq], 0 < @(x) < x.
11.11.a. Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0. On note encore ¢ la fonction ainsi prolongée. Préciser alors ¢(0).

11.b. Montrer que : E% ¢'(x) = 0. On admet que la fonction ¢ est alors dérivable en 0 et que ¢'(0) = 0.

1 1
St
1)

12.c. En déduire que pour tout x € [4; +o9[ : In(2) < ¢(x) < 2In (

12.12.a. Démontrer que pour tout t € [4; 4o :

=

) S

dé ﬁnLe sur [4; +-oq|. Dériver h.
V2x —1

V=1

T«
t
12.b. Considérons la fonction h : t — 21ln (\[
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12.d. Déterminer la limite de ¢ en +o0.

13. Tracer lallure de la courbe représentative de ¢ dans un repére orthonormé du plan. On veillera a faire apparaltre les différentes tangentes ou
asymptotes connues.
Donnée : p(2) = 1,1.
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CORRIGE
— ¥ L’avis du chef ! ¥ —
Treés bon exercice d'analyse, assez

Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur ]0; +-o0| par : complet. J'ai légerement modifié
la fin de la partie Ill pour aller un
Vx E]O; -I—OO[, f(x) = x — In(x) peu plus loin que l'énoncé initial

et j'ai supprimé la partie |V sur
les fonctions de deux variables.

PARTIE | : ETUDE DE LA FONCTION f.

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en +o0.

e Par opération :

lim f(x) = +o0

X—
e Pour tout x suffisamment proche de +o0 :
n(x
f(x):x(1f ( ))
X
n(x
Or, par croissance comparée : lim tnix) =0.
x—+00 X

D'oli, par opération :

lim f(x) = +o0

X—+00

e f est une somme de deux fonctions usuelles dérivables sur R™, elle l'est donc également et, pour tout x € R™ :

1
flx)=1——
() =1-
4
X
e On obtient ainsi :
X 0 1 400
f'(x) — 0 +
+00 400
f T . _

2. Montrer que l'équation f(x) = 2, d'inconnue x €]0; +-o0|, admet exactement deux solutions, notées a et b, telles que
0<a<1<hb
e Sur |0;1[:
v [ est continue sur [0; 1] (car dérivable)
v f est strictement décroissante sur |0; 1]
Par théoreme de bijection, f est bijective de |0; 1] dans £(|0; 1]) =]1; +o0].
Or 2 €)1; 4oq.
Par conséquent, l'équation f(x) = 2 possede une unique solution sur ]0; 1], notée a.
e Sur |1; 409 :
De méme, 'équation f(x) = 2 posséde une unique solution sur |1; +oq|, notée b.
e En1:
f(1) =1 4 2, donc 1 n'est pas solution de 'équation f(x) = 2.

Conclusion : l'équation f(x) = 2 admet exactement deux solutions, notées a et b, telles que 0 < a < 1 < b.

3. Etablir : b €[3;4]
e f(3) =3 —1In(3). Or 3 > e, donc, par croissance de ln sur R : In(3) = 1. D'oli : 3 —In(3) < 2. Ainsi :

f(4) =2
v Rigueur !
Puisque f(b) = 2, on obtient : Attention aux bijections réci-
f(3) < f(b) < f(4) proques de f ici.. Ly ena 2 : une

sur |0; 1] et une autre sur [1; +oq|.
On préfere donc l'argument de
stricte croissance portant sur f
3<bs4 sur l'intervalle [3; 4] plutdt que
sur la bijection réciproque de la
restriction de f a [1; 4+o0].

Et f étant strictement croissante sur [3;4] :

-

Conclusion : b € [3;4]
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4. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme suivant afin que l'exécution de approx_b(p): renvoie

une valeur approchée de b a p prés, oli p est un réel strictement positif, obtenue par la méthode de dichotomie.

i def f(x):

2 return ......

5 def approx_b(p):

4 x1,x2=3,4

5 while ......:

6 m=......

7 if f(m)==2:
sl ..
9 elif f(m)<2:
o .
1" else

121 e e e e e
13 return ......

Le voici, complet :

i|def f(x):

2 return x-np.log(x)
5 def approx_b(p):

4 x1,x2=3,4

5 while x2-x1>p:

6 m=(x1+x2)/2

7 if f(m)==2:

8 x1,x2=m,m
9 elif f(m)<2:
10 x1=m

il else:

12 X2=m

13 return (x1+x2)/2

PARTIE Il ; ETUDE D'UNE SUITE
On définit maintenant la suite (u,)pen par up =4 et:¥n €N, vy = In(u,) + 2.
5. Montrer que pour tout n € N, u, existe et u, > b.

Par récurrence...

e |Initialisation. Pour n =0 :
ug existe et up = 4 > b d'apres la question 3.. L'initialisation est ainsi vérifiée.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons "u, existe et u, = b, et montrons ‘v, existe et v, = b".

* Par hypothese de récurrence, u, existe et u, > b. Or, d'apres la question 3., b > 3.
Par conséquent u, > 0 et ainsi, In(u,) existe. Autrement dit, v, existe.

* De plus, par hypothése de récurrence :
u,=b

D'ou, par croissance de [n sur R™ (b > 0) :

In(u,) = In(b)

Et ainsi :
Upsr = In(b) + 2

Or on sait que f(b) = 2, donc :

b—In(b) =2
Dot :
In(b) +2=1>b
On obtient finalement :
Upi > b

['hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout n € N, u, existe et u, > b.
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—— # Rédaction
A Uberit, il suffit d'écrire les lignes
manquantes : inutile de réécrire
tout le programme.

Important !

A savoir compléter correctement
sans hésiter |




6. Déterminer alors la monotonie de la suite (u,),en. En déduire qu'elle converge et préciser sa limite.
e SoitneN.Ona:

Up1 — Up = lH(U”) + 2— Unp

=2—"1(u,)
Or on sait que u, > b et que f est croissante sur [b; +oa]. D'ou :
fluy) = f(b) =2

Par conséquent :
Upy1 — Up < 0

Conclusion : (u,),en est décroissante.

. P . , , I P Remarque
e On sait que (u,),en est décroissante et minorée (par b). Par conséquent, d'apres le théoreme de convergence q

, On a méme ¢ € [2;4], car (u N
monotone, (U,),en converge vers un réel ¢ > b. 12:4) (tn)ne

est décroissante, elle est donc
e On a ensuite : majorée par son premier terme.

vV VneN, u, = In(u,) + 2
v (up)nen converge vers 4,

o

v x+— In(x) 4+ 2 est continue en ¢, car ¢ > 0.

= Rappel... ——
D'ou : 4si:
V= lﬂ(g) +2 e Vn €N, uppr = g(uy)
® (u,) converge vers ¢
Or : ® g est continue en ¢
ALORS : g(¢) = .

C=nl0)+2 & ¢—In(¢)=2
— f(0)=2

7 > 1 et b est 'unique solution de f(x) = 2 sur |1; 400
— l(=0b J ! ! [

Conclusion : la suite (u,),en converge vers b.

w Réflexe !

Ca empeste U'IAF !l Pour cela,
1 définir la fonction g de sorte

7. 7.a. Etablir:V¥n €N, vy —b < =(u, — b).

3 que Upp1 = g(up) et établir :
, 1
e Posons g : x — n(x) 4 2, définie sur [b; +oq|, de sorte que pour tout n € N, u,y1 = g(u,). Vx> b, g0l < 5
D'apres ce qui précede, on a également g(b) = b.
1
e La fonction g est dérivable sur [b; o0 et : Vx € [b; 00, ¢'(x) = —. —— Remarque

<
o

On pourrait également tout faire
sur Uintervalle [3; 4], puisque lon
sait que (b,) est minorée par 3
. ’ et, comme elle est décroissante
< — , s
Vx € [b +OO[' 0<gl< b elle est majorée par son premier
terme, égal a 4.

D'oli, par décroissance de la fonction inverse sur R -

N

) S 1
Et comme b > 3, on a, par décroissance de la fonction inverse sur R** : 5 <
b

Wl =

Ainsi, par transitivité :

W] =

1
Vx € bi+ool, —5 < g'lx) <
]

= Rappel... ——

{YXER, YaeR",

Conclusion : Vx € [b; +oq, |g'(x)] < [X] < <X
<a & —a<X<a

W] —

e Ona:

v g est dérivable sur [b; +o0]

1
9'(x) < 3
D'apres l'inégalité des accroissements finis, on a alors :

v ¥x b +oq,

V(x, y) € [b; +oaf’,

1
g0x) = gyl < 5lx =yl
Soit n € N. En prenant x = u, et y = b, licite car u, = b (question 3.), on obtient :

1
‘Q(U”) - Q‘(b)\ < §‘LI,, — b‘

Or, g(u,) = ups1 et g(b) = b, dou :
1
‘UHH - b‘ < i‘“ﬂ - b‘

Et comme on a vu que (u,),en est minorée par b, ona: u,.1 —b>=>0etu, —b>0.

Conclusion : Vn € N, v, — b < =(u, — b).

w| =
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1
7.b. En déduire que : VneN, 0 < u, —b < e
Procédons par récurrence.
e Initialisation. Pour n =0 :

On sait que ug =4 et b € [3;4] donc :

['initialisation est vérifiée.

1
e Hérédité. Soit n € N. Supposons 0 < u, — b < 3 et montrons 0 < v, — b < -

Par hypothese de récurrence :

1
0<u,—b< 3
L . 1 .
D'ot, en multipliant par 3 (positif) :
‘ 1 1
0 g §(LI,7 B b) g BHJH
Or, d'apres la question précédente :
1
Ups1 —b < g(un b)
D'ol, par transitivité :
0 < Uni1 b < 3t

['hérédité est ainsi établie.

Conclusion : Vn €N, 0 < u, —b < —.

7.c. Retrouver alors le résultat obtenu a la question 6., puis déterminer un entier a partir duquel v, est proche de
b & 1073 pres.

e vV VneN, 0<u,—b<

on 1
) 1
v o lim =—=0

n—-+oo 3

Conclusion : par théoreme d'encadrement, on retrouve : lim u, = b.

n—+o0

1 .
e Pour cela, il suffit de déterminer un entier ng tel que =— < 107".

310
Or: 3% =729 et 3/ = 2187. On a ainsi :

1
Vn € [7; +oo, 3 <107

D'ot, en utilisant le résultat de la question précédente et par transitivité :

Vne 7+, 0<u, —b< 10 )

Conclusion : a partir du terme d'indice 7, u, est une valeur approchée de b a 107 pres.

PARTIE Ill : ETUDE D'UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE

ZX»]
(pAXb—>/X %dt

8. Montrer que ¢ est bien définie et de classe 4" sur |0; +od|, et que lon a :

n(2) — n(x)
(x — In(x))(2x — In(2x))

Considérons la fonction :

Vx €)0; +oq[, ¢'(x) =

1
e Soit x € R"". Puisque f est continue et ne s'annule pas sur R™", la fonction t — I est continue sur R*™.
De plus, puisque x € R™, on a [x; 2x] € R**. Ainsi, la fonction t — —— est continue sur le segment [x; 2x].

£(t)

Par conséquent : ¢(x) existe.

Conclusion : ¢ est définie sur R™".
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wRéflexe | —

4 Il faut voir et faire cette récur-
rence |

* Subtil...%

La question 7.b. fournit une ma-
joration de l'écart entre u, et b.
Par conséquent, il est tout a fait
possible que u, sot une valeur
approchée de b & 1072 prés avant
le terme d'indice 7...

—— & Méthode !
Pour montrer que ¢ est définie
sur R™, on doit montrer : pour
tout x € R™, ¢(x) existe.

2
Ensuite, pour montrer que ] 7

X
existe, on justifie que l'intégrande
est continue sur le segment d'in-
tégration.




1
e Puisque la fonction t — —— est continue sur R™, elle admet des primitives de classe "' sur R™. Notons

f(t)
F l'une delles.
On a alors :
Vx € R™, @(x) = F(2x) — F(x)
e Or:
v les fonctions x — 2x et id sont €' sur R, et a valeurs dans R™, = Rappel... ——
. fozl +* Si:

v la fonction F est €' sur R™. 7 et € sur I et 3 valeurs

D'oli, par composition et somme, ¢ est %' sur R™ et, pour tout x € R™ qdans /i
vV gest€ sur]

alors g o h est €' sur /et (g o

@'(x) = 2F'(2x) — F'(x) hY =h' x g oh.
__2 _ 1
f(2x)  f(x)
2 1

2x—n(2x)  x—In(x)
2(x — In(x) — (2x — In(2x))
(2x — In(2x))(x — In(x))

—21In(x) + n(2x)

(2x — In(2x))(x — n(x))
—2n(x) + In(2) + ln(x)

~ (2 = n(2¥)(x — In(x))

In(2) — n(x)
(2x — In(2x))(x — In(x))

In(2) — In(x)
(x — In(x))(2x — In(2x))

Conclusion : ¥x €]0; +00[, ¢'(x) =

9. En déduire les variations de ¢ sur ]0; +oq.
Soit x € R™.

e Ona:
In(2) —In(x) 2 0 < In(x) < In(2)

J stricte croissance de ln sur R™
= x<2

e On sait, d'apres la question 1., que pour tout t € R*™*, f(t) > 1, donc pour tout t € R™, t > n(t).
Par conséquent, puisque x € R™* et 2x € R**

x—Inx) >0 ; 2x—1In(2x) >0

On en déduit :

> Réflexe !

10. Montrer que : ¥x €]0; +oa], 0 < @(x) < x.
Soit x € R™ 4 On veut encadrer une intégrale :
0 ' on encadre l'intégrande !!
na:

Vi e [x;2x], f(t) =1
D'ou, par décroissance de la fonction inverse sur [1; 4+oq|
Vt € [x; 2] . <1
’ ’ f(f) ~

Et comme f est positive sur R™, on a méme :
vVt ex2x], 0< ! <1
X; 2x, —
Puis, par croissance de l'intégrale, licite car 2x > x (puisquer x > 0) et que les fonctions en jeu sont continues sur

le segment [x; 2x] :

2x
0< ¢(x) <[ 1dt

Conclusion : Vx €]0; 400, 0 < ¢(x) < x.
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11.11.a. Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0. On note encore ¢ la fonction ainsi prolongée. Préciser

alors ¢(0).
vV ¥x e R, 0 < p(x) < x
v l'Lng)x =0

D'oli, par théoréme d'encadrement :
lim ¢(x) = 0 4
x—0

Conclusion : ¢ est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = 0.

11.b. Montrer que : l‘Lmo ¢'(x) = 0. On admet que la fonction ¢ est alors dérivable en 0 et que ¢'(0) = 0.
Pour tout x € R**

I
N
—_
-

Y = @ (L 71) ( 2
1

On conclut par opérations...

Conclusion : lm& ¢'(x) = 0.

X

<<

S0 S -V

e Soit t € [4; +oq]. Puisque In(t) = 0, on a t — n(t) > t, cest a dire f(t) > t.
Puis, par décroissance de la fonction inverse sur R**, on obtient :

1

< N
f(t)

- =

12.12.a. Démontrer que pour tout t € [4; +oq] :

-~ =

e Pour tout t € [4; +oq|, on a :
f(t) = t—Vt < In(t) <Vt
Posons alors g : t — In(t) — V/t.
# La fonction g est dérivable sur [4; +oq| et, pour tout t € [4; +oq] :

1
Q(T):?*T\/?
2/t

Dot
t 4 +00
q'(t) -
g L‘n(4) -2 —_

#* Or 2 < e, donc 4 < e, et ainsi —2 + (n(4) < 0.
D'ou :
vVt €[4 +o0], g(t) <0

Autrement dit :
Yt €[4 4o, In(t) < Vi

Par conséquent :
Vi €[4 4oq], f(t)=t— Vi

Or, on sait que : Vt > 1, t — V>0 Dot :
Yt €[4 4o, f(t)=t—Vt>0

Et ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur R** :

* Pas de CC !!

—— mRéflexe !
Cela revient a montrer que l'LOm 1%

existe et est un réel.

A-t-on une expression explicite
de ¢(x)? NON, alors a-t-on autre
chose ? Genre, un encadrement de
@(x)..7

—— X Attention !
La limite est en 0.. et il y a une
Fl, due aux In(...). D'ot la factori-
sation choisie | On factorise par
ce qui domine.

X Attention !

]

1 1
Vt €[4, 400, — <
: | fl)y ~t—t
. 1 1 1
Conclusion : pour tout ¢ € [4; +oq, . < m < 3
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12.b. Considérons la fonction h: t — 2 n (\/{, 1) définie sur [4; +oa|. Dériver h.
La fonction h est dérivable sur [4; +oo] comme composée de fonctions dérivables sur les intervalles adéquats
et, pour tout t € [4; +oq]

Conclusion : Vt € [4; +o0|, h'(t) =

12.c. En déduire que pour tout x € [4; +o0] : In(2) < ¢@(x) < 21n (

V2x =1
Vx=1]

Soit x € [4; +o0|. Puisque [x; 2x| C [4; +0oq], on a, d'aprés la question 12.a. :

Viex2x], - < — <

()~ t—/t

Puis, par croissance de l'intégrale, licite car 2x > x (car x > 0) et que les fonctions en jeu sont continues sur

le segment [x; 2x] :
/Zx 1 - ( ) _ /Zx 1 i
o X X)X
X t v X t— \ﬂ

1 1 1
t

Or :

2x 1 .
[ fat= T

Conclusion : pour tout x = 4, In(2) < ¢(x) < 2ln (

@—1)

12.d. Déterminer la limite de ¢ en +o0.
Soit x suffisamment proche de +00. On a :

2tn(m1) —2tn(¢ﬂ12 )

Jx—1

D'ou, par opérations et composition :

Or 2In(v2) = In(2)... On a ainsi :
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#) Rédaction
On a déja justifié proprement des
dérivabilité de fonctions compo-
sées dans les questions précé-
dentes, on peut donc aller plus
vite sur la fin de lexercice.




V2x =1

v d'apres la question précédente : pour tout x > 4, In(2) < ¢(x) < 2n ﬁ
X —
V2x —1
v d'apres ce qui précede : lim 21ln Ay In(2).
X—+00 \/; —1

Conclusion : par théoreme d'encadrement, lim ¢(x) = In(2).

X—+00

13. Tracer lallure de la courbe représentative de ¢ dans un repére orthonormé du plan. On veillera a faire apparaltre

les différentes tangentes ou asymptotes connues.
Donnée : ¢(2) ~ 1,1.

Récapitulons quelques informations a faire apparaltre :

e ¢ est strictement croissante sur |0; 2], strictement décroissante sur [2; +oq|

e ¢'(0) =0, donc C, admet une demi-tangente horizontale au point de coordonnées (0, 0) (car ¢(0) = 0)

e ¢'(2) =0, donc C, admet une tangente horizontale au point de coordonnées (2, ¢(2))

e lim ¢ = In(2), donc C, admet une asymptote "horizontale” d'équation y = In(2) au voisinage de +o0
oo

BT
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Remarque ———

1
— avec
] f
des fonctions usuelles. Dans ce

cas, la seule facon de calculer des

valeurs de ¢(x) est d'obtenir une
2

Impossible de primitiver

valeur approchée de[ R par

X
une méthode d'approximation d'in-
tégrale... Typiquement la méthode
des rectangles ou des trapézes.




