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1
On admet que Z o=

n=1
1. Question de cours. Convergence absolue d'une série. Lien avec la convergence.
(1!

2. 2.a. Justifier la convergence de la série E 5
p
p21

2n+1 (_'])p+1 2n+1 1
2.b. Simplifier, pour tout n € N*, l'expression Z 2 — P
p=1 p=1
+00 (_1),”1
En déduire la valeur de Z 2
p=1

3. 3.a. Montrer que pour tout x € [0; 1], tout p € N*, on a :

i . xk+1 » X pp+l
(1 +x) =Y (-1 F (=) / R
— k+1 o 1+t

3.b. Soit n € N*. Montrer que pour tout x € [0; 1], tout p € N*, on a :

p+1 nk 1
n(1 + x") = Z(—nk“ XT +Ry(x) ; avec |R,(x)| < 5
k=1 p
1 *i’o (_1)k+1
4. 4.a. Montrer que pour tout n € N*, / (1 + x")dx = -
o = k(nk 4+ 1)

4.b. Montrer qu'il existe une constante C > 0 telle que pour tout n € N* :

' *i (_1)k+1 aay ( 1)k+1 C
_ < =

2 ~X
= k(nk +1) P k n

1
4.c. En déduire un équivalent de / n(1 + x")dx lorsque n tend vers +oo.
0

1
1
5. Soit (Up)pen la suite définie par : ¥n € N, u, = / ——dx
0 1 + x"

Déduire de la question précédente :
RN B R ]
" n 12n? n—+oco \ n?
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CORRIGE

o

e
On admet que Z o= — ¥ L'avis du chef ! ¥ —

6

n=1
1. Question de cours. Convergence absolue d'une série. Lien avec la convergence.
QUESTION DE COURS 14.
. . (=1
2. 2.a. Justifier la convergence de la série Z —s
> P

Exercice assez calculatoire mais
regroupant bon nombre de mé-
thodes classiques. Il ne fallait
pas se laisser impressionner par
la longueur du sujet... Certaines
questions sont plutdt abordables,
le jury est la pour accompagner
sur les questions plus compli-
quées (st le temps le permet)...

Conclusion : cette série est absolument convergente (série de Riemann), donc convergente.

2n+1 _,l)p+1 2n+1 1
2.b. Simplifier, pour tout n € N, lexpression Z — = Z —.

2
p=1 p=1 P
+o0 (_,I);H,q
En déduire la valeur de Z —
1 P
e Soit n € N*". Ona:
2n+1 2n+1 2n+1
(71)/?\1 »] N (71)/7»171
y EFy Lay e

p=1 p=1
2n+1 (71)/744 71 2n+1 (7,])/7A1 7/]
p=1
p pair p impair

2n+1

)
,;pz

p pair

n 72
=2y

e En passant a la limite quand n — +oo (licite car toutes les séries en jeu sont convergentes), on obtient :

SH)/M o
2 6 12

D |
p= p J si p est impair, (—1)"" 1=0

+00 (7,])/)," 7T/7
Conclusion : Z ? =15

p=1

3. 3.a. Montrer que pour tout x € [0; 1], tout p € N*, on a :

i . xk+1 " X gp+l
In(1+x) = (Gl + (=17 / dt
pr k+1 o 1+t

Sotent x € [0;1] et p € N*.
Pour tout t € [0; x|, puisque —t #+ 1, on a :

! 1 — (=t

I e

k=0
— L . (,1)/)”£
T+t T+t
D'oli, en intégrant de 0 a x, on obtient :
e d'une part, par linéarité de l'intégrale :

p

'y (—t)<dt =) (=1)* Ytkdr
) =3 |

k=0 0

XAJH

P
=) (W
— k=41
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Remarque

On s'inspire de QUESTION CLAS-
SIQUE 8 sur la série logarith-
mique...



https://jeremylegendre.fr/wp-content/uploads/Questions-de-cours.pdf
https://jeremylegendre.fr/wp-content/uploads/Questions-classiques.pdf
https://jeremylegendre.fr/wp-content/uploads/Questions-classiques.pdf

e dautre part, par linéarité de l'intégrale :

X 1 I,/)JA X 1 X ﬂ7‘1
/ — (=1 dr:/ —drf(%)””/ dt
o \ T+t 1+t o T+t o T+t

X tp71
=In(1 — (=1 dt
R e
Par conséquent :
P i Xk+1 . X r/)+1
—1)" = In(1 — (=1 dt
;( ) k+1 n(t+x) = (=1 /0 T+t

P i xk+1 , Xt
Conclusion : Vx € [0;1], ¥p € N*, In(1 +x) = > (=1~ + (=1)P / dt.
L o T+t

3.b. Soit n € N*. Montrer que pour tout x € [0; 1], tout p € N*, on a :
p+1 1

Xnk
(1 +x") = § (=)= + R,(x) ; avec |R(X)| < —=
— k p+2

Soient x € [0; 1] et p € N*. On applique le résultat précédent avec x”, licite car x" € [0; 1] :

P /\(Xn)k+1 ] X" [/]+1
[n(1 " = —1) — + (=1)PT dt
n(+X) ;( ) k+1 +( ) /U T4+t
Par changement d'indice i = k 4+ 1 dans la somme, on obtient la somme voulue.
X" t[H»W
Ensuite, notons Ry(x) = (—1)""" [ dt. Montrons : |Ry(x)| < ——..
o T+t p+2

e Ona:

X" P+

X t/7A1
[ e
o T+t

X r/?+1
/ dt
T

e Soit t € [0;x"] On a ainsi

x
J intégrande positive, bornes dans l'ordre croissant, donc / dt >0
0

1+t

T+t>1
Puis, par décroissance de la fonction inverse sur R :

R
T+t

Et comme t*7' >0 :
1
1T+

1
. < ﬂ”
Puis, par croissance de l'intégrale, licite car x” > 0 :

n

Rl < [ oar
0

e Or:

2
//\ [,]+1 di = (Xﬂ)p{
0 p+2 Jx”§1otp+2>0

Conclusion : d'ol le résultat...
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+00

. ( 1)k+1

4. 4.a. Montrer que pour tout n € N*, /0 In(T +x")dx = Z k(nk +1)°
Soit n € N™.

e En intégrant le résultat précédent sur [0; 1], on obtient :

J linéarité de l'intégrale

1 1 p+1 Xﬂk’
/ In(1 + x")dx = / (Z(w)“*k + R, (x) | dx
0 0\
p+ »] 1 1
:Z( 1)Htj x”kdx+/ R, (x)dx
- k Jo 0
p+1 1
11
o kT
N g( k nk +1 +/0 Rolx)dx
p+1

M

n/<+1 / Rp(x)

1
e Montrons maintenant que Llim / Ry (x)dx = 0.
p—+o0 Joy

k=1

Soit p € N*. D'aprés la question précédente :

—1 1
v 0;1 <R(x) € ——=
x e 0:) p+ p+2 o) p+2
D'ot, par croissance de l'intégrale, licite car 1 > 0, on obtient :
1 - 1 1 1
/ dx < / Ry(x)dx < / dx
0o pt+2 0 0o pt2
On a ainsi démontré : 1
—1 1
VpeN, — < [ R(Kdx< —
pen p+2 /U plx)dx p+2

Par théoreme d'encadrement, on obtient finalement :

1
lim (] Rp(x)dx) =0
p—+o0 0

p+1

Vp € N* = 1[1 "d
Pe ';k(nkw)*/o (1 +x)dx

1
[ R, (x)d
p=Foo (/o )

On avait :

et on vient d'établir lim

On en déduit :

— /1 Ry (x)dx
0

)l\+1 oo

( »])k+1
est convergente et Z

Conclusion : la série Z _
k=1 k(nk +1)

] joyl In(1 + x")dx.

k(nk +1

4.b. Montrer qu'il existe une constante C > 0 telle que pour tout n € N* :

Soit n € N*. On a, par linéarité de la somme :

B Foo (*’])kﬂl’l (7»])kv1
B Z(k(nkwf k2 )‘

k=1

00 00

nZ n/<+1 Z

k=1 k=1

(1) kn —

k+1 +oo k+1 C
ank+1 ; Sy

(=) (nk + 1)

— k?(nk +1)

oo ( 1)/<+Z

B Zkl(Tkarn

k=1

11 ()
Zkz(k+l)'

/N
S| =
M
~
~

+
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J inégalité triangulaire, licite car

1
Zm(or

k=1 n

vergente...

P

= Rappel...

On peut toujours regrouper deux
sommes (ou deux intégrales) par
linéarité. En revanche, pour sépa-
rer, il faut s'assurer de la conver-
gence de chacune des sommes (ou
intégrales) obtenues apres sépa-
ration !

Pourquoi ?

Par critére de comparaison par
équivalence ou inégalité ¢a fonc-
tionne tres bien !

licite car Z -5 est convergente (série de Riemann)

k=1
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+oo g
J en posant C = >0

N
[
T

X Attention !
4 C doit étre indépendant de n...

1
4.c. En déduire un équivalent de [ In(1T + x")dx lorsque n tend vers +oc.
0

D'apres les questions précédentes :

1 2 C
Vn e N7, n/ In(1 4+ x")dx — - <=
0 12 n
D'oli, par théoreme d'encadrement :
1 2
2
Li In(1+x")dx ——=| =0
lim ”/0 n(1 + x")dx o
Et donc : ——— Remarque
1 2 =
lim I)j lﬂ“ + X”)dX = — Sinon, on divise par — pour
n—s-+oo 12 12
0 obtenir ensuite : |v,/, — 1| = 0,
772 et donc v, /, — 1 et donc /, ety
Ainsi, puisque 5 +0: 1
1 2 v
T
n(1 Ndx  ~
”jo n(1+ x )(x/H+OQ o
1 72
Conclusion : (n(1 Ndx ~ —.
onclusion /0 n(1 4+ x")dx e Tom
T
. Soit (Uy)nen la suite définie par: ¥n €N, u, = /0 mdx
Déduire de la question précédente :
1 n(2) n b n 1
up=1——— 0 —
" n 12n? n—+oo \ n?
o U x — In(14+x") ) >
e Soit n € N. Posons : . Les fonctions u et v sont € sur le segment [0; 1] et pour tout
VX X
, B ”XH—T
XE[O]”I U(X)i’IJFXH
Vi(x) =1
Par intégration par parties, on obtient :
" (14 x")dx = [xIn(1 4 x")]. LA
n x"Mdx = |xIn X", — —dx
0 0 0 1+ x"
1 n
= In(2) — n/ X ax
o 1+x"
1
T+1-1
— () — nj X Tk
o 1T+x"
"
=1In(2)—n (1 f/ 7(1)()
o 1T4+x"
=In(2) —n+ nu,
e Dol : !
n(2 1
Vne N, uy—1— ,j n(1 + x")dx
n n Jo
1 2
Mais / In(1+x")dx ~ . donc :
0 n—+oo 12n
—— = Rappel... ——
1 2
ln(1 +X”)dX _ . + o0 1 du, ~ vy =u,=v+ o (v
() 1 2,) N—+00 [7 n—+00 n—+00

Conclusion : d'ol le résultat.

Oral ESCP 2019 S - Page 5/5



