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EXERCICE 1

ENONCE

On considére la fonction f définie sur |0; +oq par :

Vx €]0; 409, f(x) = e’

X

On considere également la suit (u,),en définie par up =1 et pour tout n € N, upq = f(u,).

1.

1.a. Dresser le tableau de variations complet de f.
1.b. Vérifier que chaque terme de la suite (u,),en est correctement défini et strictement positif.
2.a. Ecrire une fonction Python telle que, pour tout réel strictement positif a, l'appel de EML_1(a) renvoie le plus petit entier naturel n tel que
u, > a.
2.b. On admet que lon a également défini une fonction Python tel que, pour tout réel strictement positif a, lappel de EML_2(a) renvoie le plus
petit entier naturel n tel que u, < a.
Les appels EML_1(10%*6) et EML_2(10%*(-6)) renvoient respectivement 6 et 5.
Qu'en déduire sur us et ug ? Commenter le résultat en une ligne.
On définit maintenant la fonction g sur [0; +-o0| par : Vx € [0; +od], g(x) = e ¥ — x°.
3.a. Démontrer que g réalise une bijection de [0; 400 dans | — oo; 1].
3.b. En déduire que l'équation f(x) = x posséde une unique solution dans |0; +o0|, que l'on notera a.
1
3.c. Justifier : — < a < 1.
e

4.a. Démontrer que lon a : uy > uy.

4.b. En déduire que la suite (uz,)nen est strictement croissante.

4.c. Justifier que la suite (Uz,41)nen st strictement décroissante puis qu'elle converge vers un réel ¢ < [0;e7"]
Pour x €]0; +00], on pose h(x) = f o f(x). On pose également h(0) = 0.

5.a. Justifier que la fonction h est continue sur [0; +oq].

5.b. Déterminer, pour tout x €]0; +oq], une expression de h(x) en fonction de g(x).

5.c. Résoudre alors l'équation h(x) = x d'inconnue x € [0; +oq.

5.d. En déduire que la suite (u2n+1)nen converge vers O puis déterminer la limite de la suite (u2,)nen-

Qu'en déduire sur la suite (uy)nen?
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CORRIGE

On considére la fonction f définie sur ]0; +oq par :
e*X
Vx €]0; 400, f(x) = -
On considere également la suit (u,),en définie par up =1 et pour tout n € N, u,q = f(up).

1. 1.a. Dresser le tableau de variations complet de f.
La fonction f est dérivable sur R™, comme quotient de deux fonctions usuelles dérivables sur R** dont le
dénominateur ne s'annule pas sur R™™ et, pour tout x € R™ :

Fx) = —xe - e
2

B e*<x+1>

— 2
Dot

X 0 +00

f'(x) -

y +00
\
0

Les limites étant obtenues par opérations.

1.b. Vérifier que chaque terme de la suite (u,),en est correctement défini et strictement positif.
Démontrons par récurrence que : pour tout n € N, u, existe et u, > 0.

e Initialisation. Pour n =0 :
ug existe et ug > 0 : l'initialisation est vérifiée.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que "u, existe et u, > 0" et montrons que "u,.1 existe et v, > 0"
#* Par hypothese de récurrence, u, existe et u, > 0, donc f(u,) existe. Autrement dit, v, existe.
* Et, on aaussi : u,y > 0, comme quotient de deux réels strictement positifs.

['hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout n € N, u, existe et v, > 0.
Autrement dit, chaque terme de la suite (u,),en est correctement défint et strictement positif.

2. 2.a. Ecrire une fonction Python telle que, pour tout réel strictement positif a, l'appel de EML_1(a) renvoie le plus
petit entier naturel n tel que u, > a.

i|def EML_1(a):

2 u=1

3 n=0

4 while u<a:

5 u=np.exp(-u)/u
6 n=n+1

7 return n

2.b. On admet que l'on a également défini une fonction Python tel que, pour tout réel strictement positif a, l'appel
de EML_2(a) renvoie le plus petit entier naturel n tel que u, < a.
Les appels EML_1(10%*6) et EML_2(10%*(-6)) renvoient respectivement 6 et 5.
Qu'en déduire sur us et ug ? Commenter le résultat en une ligne.
e On en déduit que us < 107° et ug > 10°.
e |'écart entre us et ug est considérable... la suite (u,),en serait-elle divergente?

3. On définit maintenant la fonction g sur [0; +-o0| par : Vx € [0; +oq, g(x) = e — x.

3.a. Démontrer que g réalise une bijection de [0; +o0| dans | — oo; 1].
La fonction g est :

v/ strictement décroissante sur [0; +-00] comme somme de x —— e ¥ et x — —x“ qui sont strictement
décroissantes sur [0; +od|.
v continue sur [0; +o00f, comme somme de telles fonctions.

Ainsi, par théoreme de bijection, g réalise une bijection de [0; +oq| dans g([0; +oc]) Or, on a immédiatement
g(0) = 1 et par opérations sur les limites lim g(x) = —oo.
X—+00

Conclusion : g est bijective de [0; +o0] dans | — oo; 1].
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3.b. En déduire que l'équation f(x) = x possede une unique solution dans |0; +o0], que l'on notera a.
Commengcons par remarquer que, pour tout x €]0; +oq]

X _ 2
f)=x e ——X _9¢

X x+0
= e —x'=0 J
= g(x)=0
Or, puisque g est bijective de [0; +o0] dans | — oo; 1] et que 0 €] — o0; 1], l'équation g(x) = 0 posséde une
unique solution dans [0; +oq], notée a.
Mats, comme ¢(0) # 0, on a méme a €]0; +odq|.

Conclusion : 'équation f(x) = x posséde une unique solution dans ]0; +o0|, que l'on notera a.

1
3.c. Justifier : o <a<

On a
()= =1
g
—e
e J e>1
<0
1 [
FEtgle)=e® —e 2 0r:e'<1<2 dou:
—e > 2
Et, par stricte croissance de exp sur R :
1
e > efz
o Remarque
Alinst : \ )
" On peut également raisonner
gle™)>0 par équivalences en partant de
-1 . .
, >0
Par conséquent : < "%r(fvtaeité“. pour arriver & une

gle™') > g(a) > g(1)

Conclusion : par stricte décroissance de g sur [0; +-c0|, on obtient e™" < o < 1.

4.a. Démontrer que l'on a : uy; > uy.
—1
—e

e
el

) o B ) e N
On sait que ug =1 et ainsi, uy = e ! puis : Uy = =e¢'®  Or:e' <1, donc:
1—e'>0

Et, par stricte croissance de exp sur R :

Conclusion : uy > uy.

4.b. En déduire que la suite (uz,),en st strictement croissante.
Démontrons, par récurrence : Vn € N, us, < Uzp42.

e Initialisation. Pour n = 0 : fait dans la question précédente.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que 2, < Uz,12 et montrons que Uz,2 < Uzpis.
D'apres U'hypothése de récurrence, on a :
Uzp < Uzn42

Puis, en appliquant f, strictement décroissante sur |0; +oq|, licite car u, > 0 et uy, > 0 (question 1.b.) :
f(UZn) > f(”ZrHZ)

Autrement dit :

= Pour info... —

On peut aller un peu plus vite

en appliquant directement f o f,

strictement croissante sur R**..

Au passage, puisque l'intervalle
Uzns2 < U2p4 10; +o0| est stable par f, la fonc-

tion f o f est bien également
L'hérédité est ainsi établie. définie sur J0; +oof

Uon1 > U2py3

Puis, en appliquant a nouveau f, toujours strictement décroissante sur R™, on obtient finalement :

Conclusion : Vn € N, uy, < Uz,.2.
Autrement dit : la suite (uz,)pen est strictement croissante.
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4.c. Justifier que la suite (U2,41)pen est strictement décroissante puis quelle converge vers un réel £ € [0;e7"].
v D'aprés la question précédente :
VneN, ux < Uz

D'ou, en appliquant f, strictement décroissante sur |0; 4+oc], on obtient :
Vn €N, U241 > Uzpi3

Par conséquent, la suite (uz,.1)pen est strictement décroissante.
v D'apres la question 1.b., la suite (u,),en est minorée par O; donc la suite (u2y41)nen €galement.

Ainsi, par théoreme de convergence monotone, la suite (uz,41)sen converge vers un réel € > 0.
Et comme (U2,41)nen est décroissante, on a ¢ < uy.

Conclusion : (t2,41)nen est strictement décroissante et converge vers un réel ¢ appartenant & [0;e ']

. Pour x €]0; 40|, on pose h(x) = f o f(x). On pose également h(0) = 0.
5.a. Justifier que la fonction h est continue sur [0; +oq.
e Sur[0; 4o :

v La fonction f est continue sur [0; +00[ et a valeurs dans [0; +oq sur cet intervalle,
v la fonction f est continue sur [0; 4+oq].

Ainsi, par composition, la fonction h est continue sur |0; +oq.
e EnO:

v Lf& f(x) = +o0
v ;Ljrlo f(X)=0
D'oti, par composition ETA f(f(x)) = 0. Autrement dit
. lim h(x) = h(0)

x—0
x>0

LLa fonction h est donc continue en 0.

Conclusion : la fonction h est continue sur [0; +oq].

5.b. Déterminer, pour tout x €]0; +oq|, une expression de h(x) en fonction de g(x).
Soit x €]0; +0qf. On a :

I

-

_— o0
D

> |
i

[

Conclusion : Vx €]0; +00[, h(x) = xexp (,L )

5.c. Résoudre alors l'équation h(x) = x d'inconnue x € [0; +oq|.

e Remarquons déja que h(0) = 0, donc 0 est solution de cette équation.
e Soit ensuite x €]0; +oq]. On a, d'aprés la question précédente :

h(x) =x < xexp <7#) =X

exp (7@) =1

X Jx#o

J x # 0 et travail fait en question 3.b.

J x40

1111

Conclusion : les solutions de l'équation h(x) = x sur [0; +o0[ sont 0 et a.
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5.d. En déduire que la suite (u2n+1)nen converge vers O puis déterminer la limite de la suite (u2,)nen-
e On sait que :
vV VneN, uxiz = h(uz)
v dapres 4.c., la suite (u2,41)nen converge vers un réel £ [O;e’w];
v h est continue en ¢ (car continue sur [0; +oq| et que ¢ & [0; +00])
Dol : ¢ = h(¥).
D'apres la question précédente, on a donc :
/=0 ouv V=aqa
Mais on sait que ¢ € [0; e 1} et, d'apres la question 3.c, a > e '

Par conséquent ¢ + a et donc :
=0

—— = Rappel... ——

Sl

e Vn e N, uyp1 = hluy)
® (up) converge vers ¢

e /) est continue en ¢
ALORS : h(¢) = 2.

Conclusion : la suite (uz,11)nen converge vers 0.

e On a aussi :
Vn eN, uzo = f(Uzpi1)

Or lim wup,41 =0 et lim f(x) = +00; donc par composition :
n—+o0 x—0
x>0
lim f(uzp41) = +00
n—-+00
Autrement dit :
lim us,4> = +00

n—+o0Q

Conclusion : la suite (uz,)nen diverge vers +oo.

6. Qu'en déduire sur la suite (U,)pen?
D'apres la question précédente :
lim uy, = 40 ; lim us,.1 =0

n—+o00 n—+o0a

Conclusion : par propriété de recouvrement, la suite (u,),en diverge sans avoir de limite.
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——— = Rappel... —

La suite (u,) a pour limite £ si,
et seulement si, les suites (u2,)
et (uzp4+1) ont toutes deux pour
limite ¢ (ol ¢ € RU {=o00}).




