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ENONCE
Soient @ > 0 et Z u, une série convergente a termes strictement positifs.
n=0
+00 u
Pour tout n € N, on note R, = Z uy et pour tout n € N*, v, = G d o
k=n+1 n—1

1. Question de cours. Enoncer les critéres de convergence sur les séries a termes positifs.

1
2. On supposera dans cette question que, pour tout n € N, u, = oIk
2.a. Montrer que Z u, est convergente et calculer R, pour tout n € N.

n=0

2.b. En déduire v, puis donner une condition sur @ pour que > v, soit convergente.
n=0

1
Désormatis, on ne suppose plus que u, = 50 et on traite le cas général.
3. Exprimer, pour tout n € N, v, en fonction de R,, R,_1 et a.
4. On suppose a = 1.
4.a. Exprimer In(1 —v,) en fonction de In(R,) et In(R,—1).

4.b. En déduire la nature de Z Vi.

n>1
5. On suppose a > 1.
5.a. Montrer qu'il existe N &€ N* tel que pour tout n > N : R?_; < R,_1.
5.b. En déduire la nature de la série Z Vi.
n>1
6. On suppose a €]0; 1.
Rn—‘\
6.a. Calculer / %
6.b. En déduire la nature de Z Vi.

n>1

n
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CORRIGE

Soient a > 0 et E u, une série convergente a termes strictement positifs.

n=0
+00 u
Pour tout n € N, on note R, = Z ug et pour tout n € N*, v, = ﬁ
k=n+1 =1

1. Question de cours. Enoncer les critéeres de convergence sur les séries a termes positifs.

QUESTION DE COURS 16.

1
2. On supposera dans cette question que, pour tout n € N, u, = oIk
2.a. Montrer que Z u, est convergente et calculer R, pour tout n € N.

n=0

1 )
e Puisque 5 e]l— 1,1 la série Z
n=0
e SoitneN.Ona:

00

)

Rm -

1 k
:

o~
o

1 n
(z est une serie geometrique convergente.

1-1 11
1 n
—2_ (2|2
- (3]
1
o 2/7
. 1
Conclusion : Vn €N, R, = -

1
o

Ji:k7w+ﬂ

2.b. En déduire v, puis donner une condition sur @ pour que E v, soit convergente.

n>0
e SoitneN.Ona:

_ _ (pa—1\"
2(7 (2 )

/ question précédente

7. A 7. - n . 7. 7 Iy .
e la série > v, a donc méme nature que la série > (2” 1) , qui est une série géométrique de raison

nz1 nz1

(2“ 1)”. Par conséquent, elle converge si, et seulement si, 2¢ ! el-11

Or, on a déja 2¢ "> 0. et par stricte croissance de ln sur R™™ :

277 <1 & (a—1)n@R) <0

Jmm>o
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— ¥ L’avis du chef | ¥ —

Bon exercice autour du reste
d'une série convergente. Trés com-
plet : manipulations d'inégalités,
critéres, équivalents, comparaison
série/intégrale...
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— a<

Conclusion : la série > v, est convergente si, et seulement si, a < 1.
n>1

1 . -
o0 et on traite le cas général.
3. Exprimer, pour tout n € N*, v, en fonction de R,, R,_1 et a.

Soit n € N*. On a :

Désormais, on ne suppose plus que u, =

up,
T pa
RN—W
R,,,’\ - RH

a
n—1

4. On suppose a = 1.

4.a. Exprimer In(1 —v,) en fonction de In(R,) et In(R,—1).
Soit n € N*. D'apres la question précédente, avec a = 1 :

—— v Rigueur !
R, a
(1 —v,) =1In ( " ln (B) = n(a) — In(b) seulement
Rn 1 J Ry, Ry—1 >0, car (uy)hen est a termes strictement positifs si a et b sont tous les deux stric-
— lH(R,,) - U](R,,,q) tement positifs |
Conclusion : Vn € N*, In(1 —v,) = In(R,) — In(R,-1).
4.b. En déduire la nature de Z V.
n=1
e Si lim v, # 0 : alors la série Z v, diverge grossierement.
n—-+4o00
n=1
e Si lim v, =0:
n—-+00
v In(1—v,) ~ —v,.Doli:v, ~ —In(1—v,).
e e —— % Subtil...sx ———

vV VneN*, v, 20 (carVn €N, u, >0, et donc ¥n € N*, R,_1 = 0)

Donc, par critere de comparaison par équivalence sur les séries a termes généraux positifs, les séries

On sait que st deux suites sont
équivalentes, et que l'une est po-
sitive alors, a partir d'un certain

g v, et g (n(1T — v,) ont méme nature. 4 rang, l'autre aussi. Par consé-
n>1 n>1 quent, pour appliquer le critere, il

Mais, d'aprés la question précédente, pour N € N* : suffit de mentlonner la positivité
d'une des deux suites.

N

A retenir...
Z —In(1—v,) Z In(R,—1) — In(R,) Ona retenir
n=1 n=1 J télescopage .
Ry =
= In(Ry) — In(Rw) N k;ﬂ ug

Or lim Ry =0, donc par composition lim In(Ry) = —oc. 4

+00 N
N—+o00 N—+o00 ‘ :Zuk—zuk
k=0 k=0

Conclusion : la série Z —In(1 — v,) est divergente, et donc la série Z v, lest également.

dou
n>1 n=1 _

Ml R =0

Conclusion : dans tous les cas, la série Z v, est divergente.

n=>1
5. On suppose a > 1.
pp > Remarque
5.a. Montrer qu'il existe N € N* tel que pour tout n > N : RY_, < R,_1. On peut procéder ainsi, mais si

Puisque la suite (R,),en est positive et tend vers 0, il existe un rang N, que nous considérons ensuite, tel que : ¢ on veut détailler, on revient & la
définition quantifiée de limite,

Yn>=N, 0<R, 1 <1 puis on prend & = 1.

Puis, par croissance de la fonction x — x¢ Tsur R™ licite car a — 1> 0, on a :

Vn>=N, 0 <R <

Et comme (R,),en est a termes positifs :

Vn>=N, 0< R, <R, 4

Conclusion : il existe N & N*, que nous considérons ensuite, tel que pour tout n > N : R | < R,_.
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5.b. En déduire la nature de la série Z V.

n>1

e Soitn € [N; +oof. D'aprés la question précédente, et puisque (R,),en est strictement positive (car (u,),en

l'est), on a :

O < ,7 1 < R/771

D'oli, par décroissance de la fonction inverse sur R™ et comme u, >0 :

On a ainsi :

Autrement dit :

e Or, d'apres la question 4. (le cas a = 1 donne v, =

Up u,
a =
RH*] R”*W
Llﬂ Un
vn>N, 0< < 5
R” 1 Rr7—1
UN
¥n>=N, 0< <V
RN—W
Un - Un .
"), la série —— est divergente.

n—1 n>1 n—1

divergente.

Conclusion : par critere de comparaison sur les séries a termes généraux positifs, la série > v, est

n>1

6. On suppose a €0; 1[.
Rn—1 dt

?;.

6.a. Calculer /

Soit n € N*. Puisque @ # 1, on a :

R/rWdt
-

6.b. En déduire la nature de Z V.

nz1

Ry_
1 tW—n '
T—a R,

1—a _ pl-a
1—a (R Ry )

n—1

1
v Soit n € N*. Par décroissance de t — - sur R*™, donc sur [R,; R,_4], on a :

1 1
vt € [Rn; R/7*1]r RT < F
n—1

Puis, par croissance de l'intégrale, licite car R, < R,_1 :

/R” T Ro—1 dt
< [ a
/e R g ot

D'ot, d'apres la question précédente :

On a ainsi, d'apres la question 3. :

Rn—1 o Rn 1
<

1—a _ pl-a
R/(L1 = 1—aq (R/771 Rn )

1

Vn e N*, 0 g Vi < a0 (R:i{l o R/j*”)

T—a

v Or, pour N € N” et par télescopage :

Mais, on sait que lim R, =0etque1—a>0; dol:

N—+o00

Ainsi, la série g (RIZ7 =R

n=1

N
RW*U o lea o RW*U o R17(7
n—1 n — 0 N
n=1

: 1—a T—a 1—a
im Ryt =Ryt =Ry

N—+o00

. 1 - - .
) est convergente, et donc la série E e (RIZ{ — R\~ aussi.
—a

n>1

X Attention !
St on avait a = 1 on primitiverait
autrement...

Pourquoi ?

+00 +00
Ry —Roo1 = Z Uk_ZUk:
k=n

k=n+1

—u, < 0.

convergente.

Conclusion : par critere de comparaison sur les séries a termes généraux positifs, la série > v, est

n=1
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