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EXERCICE 2

ENONCE

On dispose de trois pieces indiscernables au toucher :

1 1
e une piece numérotée 0 donnant PILE avec une probabilité = et FACE avec une probabilité 5

N

e une piece numérotée 1 donnant FACE a coup slr

e une piece numérotée 2 donnant PILE a coup siir

L'expérience consiste a choisir de fagon équiprobable l'une de ces trois pieces puis la lancer indéfiniment. On note (Q, A, IP) un espace probabilisé
associé a cette expérience.

Pour i € {0;1;2}, on note A; l'événement "on a choisi la piece numérotée . Ainsi, (Ag, A1, Az) est un systeme complet d'événements.

Pour tout k € N, on note P, 'événement : "on obtient PILE au lancer numéro k' et Fy = P.

On consideére les deux variables aléatoires :

e X donnant le rang d'apparition du premier PILE
e Y donnant le rang d'apparition du premier FACE

On convient de donner a X la valeur O si l'on obtient jamais PILE et de donner a Y la valeur O si l'on obtient jamais FACE.

1.

O W

Loi de X.
1.a. Donner X(Q).
1.b. Déterminer P ([X = 1]).

1.c. Montrer que : ¥n € [2;+oo], P([X = n]) =

1.d. En déduire la valeur de P([X = 0]).

Montrer que X admet une espérance et la calculer. Interpréter le résultat obtenu.
Montrer que X admet une variance et la calculer.

Justifier que Y suit la méme loi que X.

5.a. Montrer que pour tout j € [2; +oo, P([X =1]n[Y = j]) = P([Y = j]).
5.b. Montrer que pour tout i € [2;+oo, P([X = N[V =1]) = P(X = i]).
5.c. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

. On considére la variable aléatoire 7/ = X + V.

6.a. Expliquer pourquoi Z prend toutes les valeurs entiéres positives sauf O et 2.
2

6.b. Montrer que P([Z = 1]) = 3

6.c. Justifier que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on a :

1Z=n]= (X ="1]0[Y =n—=1]) U (Y =1]n[X =n—1]

6.d. En déduire que :
2 (1

¥ € 3 +ool, B(1Z =n]) = 5 (2)n1

. Simulation informatique. On rappelle que, en Python, la commande rd.random() renvoie un réel aléatoire de ]0;1], et que la commande

rd.randint (a,b) renvoie un entier aléatoire de [a; b[.

7.a. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme Python suivant afin que la fonction simulX renvoie une réalisation de la variable
aléatoire X.

1| def simulX ():

2 piece=rd.randint (...,...)
3 x=1

4 if piece==

5 lancer=rd.random ()
6 while ..............
74 1

8]

9

else:
10 if piece==1:

12 return (x)

7.b. Justifier que le cas ol l'on joue avec la piece numéro 2 ne soit pas pris en compte dans le programme ci-dessus.
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CORRIGE

On dispose de trois pieces indiscernables au toucher :
1
2

—_

e une piece numérotée 0 donnant PILE avec une probabilité = et FACE avec une probabilité

2
e une piece numérotée 1 donnant FACE a coup slr
e une piece numérotée 2 donnant PILE a coup sir

L'expérience consiste a choisir de facon équiprobable l'une de ces trois pieces puis la lancer indéfiniment. On note
(Q, A, P) un espace probabilisé associé a cette expérience.

Pour i € {0;1;2}, on note A; l'événement "on a choisi la piece numérotée (. Ainsi, (Ag, A1, Az) est un systéme complet
d'évenements.

Pour tout k € N, on note P, l'événement : "on obtient PILE au lancer numéro k" et Fp = Py.

On considere les deux variables aléatoires :

e X donnant le rang d'apparition du premier PILE
e Y donnant le rang d'apparition du premier FACE

On convient de donner a X la valeur O si l'on obtient jamais PILE et de donner a Y la valeur O si l'on obtient jamais
FACE.

1. Loi de X.
1.a. Donner X(Q).
X(Q) =N

1.b. Déterminer IP([X = 1]).

D'apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d'évenements (A, A1, A;) -

P(X =1]) =P(AnX=1]) +P(AN[X=1])+P(AN[X=2) / B
Vie [0;2], P(A) #

— P(Ao) « Py ([X = 1]) + P(A) « P (IX = 1)) + P(A) « P, (X = 1))

1 1 1 1
—x=4+=x0+=x1
372737773
!
2

Conclusion : P([X = 1]) = 1

onclusion : =) =5
1.c. Montrer que : Vn € [2;+oo[, P([X = n]) = ! (1) A m Réflexe !
312 On pense a la FPT quand lexpé-

Soit n € [[2; +oof. D'apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d'événements (Ag, A, A;) : ¢ rience est en deux temps et que
l'on s'intéresse a ce qui se passe

P(X =n]) = P(A N[X = n]) + P(A N[X = n]) + P(AN[X = n) sur le second temps.
- P(A()) X ]P_\(X - IIJ) + ]P(A\) X ]P,;\ ([X - II‘) —+ ]P(AZ) X ]P.\HX = I]J)

Or :

e la piece 1 ne donne jamais PILE, donc Py, ([X = n]) =0
e la piece 2 donne PILE dés le premier lancer et n > 2, d'ot Py ([X = /7]) =0

Par conséquent :

1
xlP,\U(Fm..nF,,,mP,,H;XO+§xo
D]

/ par indépendance des lancers une fois Ay réalisé

Wl = Wl = Wl —

% Subtil... %

Les évenements Py, P>, ... sont

indépendants pour P4, ; mais
1\" pas pour P. Il suffirait pour cela
. de vérifier que P(Py N Py) +

( ) P(P1) x P(P).

Conclusion : Vn € [2;+oo[, P([X = n]) =

1.d. En déduire la valeur de P([X = 0]).

oo
Puisque ([X = n]) est un systeme complet d'éveénements, on a Z]P([X =n]) =1

n=0

neN

Or :

n=0 n=2 V —— X Attention !

1 04 1\ Lexpression P([X = n]) =
= ]P({X - OJ) + 2 + 3 (E) =1 1 % (%) n'est pas valable quand
" n=11
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= P(X=0])= % - 1§ — (%) J changement d'indice i —
= Flx=0)=3-533(3)
i=0
o P(X=0)= -1 2
— P(X=0)=1
Conclusion : P([X = 0]) = %

2. Montrer que X admet une espérance et la calculer. Interpréter le résultat obtenu.

e On sait que X(Q) = N, donc

X admet une espérance si, et seulement si, la série Z ‘nIP([X = nm est convergente

n=0

si, et seulement si, la série Z nIP([X = n}) est convergente,

n=0

car Vn € N, nIP([X = /7}) >0

si, et seulement si, la série Z nIP([X = n}) est convergente

n=2

e Soit N € N, suffisamment proche de +oc0. On a :

N

n=2

1
Or, 5 €] —1;1], donc la série Z n

n=2

|

N —

anP([X =n))

|

est une série géométrique convergente.

Par conséquent, la série Z nP([X = n]) est convergente.

n=2

e On en déduit que X admet une espérance et :

EX) =) nP(X =n])

n=0

=0xP(X=0)+1xP(X=

1 1
:§+6;I7
,I /I +o0
“276 | &
1 1
~27%

00

1]) + ZnIP([X = nl)

n=2

4 Ne pas oublier que E(X) =

PILE au premier lancer.

Conclusion : X posséde une espérance et E(X) = 1.
Interprétation : en moyenne, sur un grand nombre de répétitions de 'expérience, le joueur obtiendra son premier

3. Montrer que X admet une variance et la calculer.
e On sait que X(Q) = N, ainsi, par théoreme de transfert :

X? admet une espérance si, et seulement si, la série Z |/7ZIP([X = n])‘ est convergente

n>0

si, et seulement si, la série Z nZIP([X = n]) est convergente,

n=0

car Vn €N, n’P([X =n]) >0

si, et seulement si, la série Z nZIP([X = n}) est convergente

n>=2
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X Attention ! ——
n)) =

n'est pas valable quand

Lexpression P([X =
1(1\"
312

n = 1.. Puis, de toute facon,
pour étudier la nature d’une série,
inutile de regarder les premiers
termes...

X Attention ! ——

Z nP([X = n]) et que
neEX(Q)
X(Q) =N




e Soit N € N, suffisamment proche de +oc0. On a :

1 1 n—2 1 n—1
Or, = €] —1:1], donc les séries nn—1) 1= et ni= sont des séries géométriques conver-
L Y o= (3) et Xn ;3 geométr
n>=2 n>=2
gentes.

Par conséquent, la série Z n’IP([X = n]) est convergente.
n=2

e On en déduit que X? admet une espérance et :

E(X?) = i n’P (X = n])

n=0

=0 P([X=0)+1xP(X=1]) +inZIP([X =n))

n=2
1 +00 (1)nz 1 +00 (,] )/11
= — nin—="11= +P(X=1])+ = ni=
12 p— ( ) 2 ([ ]) 6 ; 2 J calcul de la question précédente
1 2
- = +E(X)
{37
4
=2 41
b}

4
Conclusion : X posséde une variance et V(X) = 3

4. Justifier que Y suit la méme loi que X.
Les roles PILE et FACE sont symétriques ict (car équiprobabilité du choix de la piece initiale, puis équiprobabilité
sur la piece 0). Donc il est équivalent de compter le rang du premier PILE ou le rang du premier FACE...

Conclusion : X et Y suivent la méme loi.

5. 5.a. Montrer que pour tout j € [2; +oo[, P([X = 1]n[Y = j]) = P([Y = j]).
Soit j € [2; +oof.
Puisque j > 2, clest la piece 0 qui a été choisie... Ainsi :

[Y=j=AnPN..0nP_NF

OI’[X:”:P1,
Dot :
X=1nlY=j=Pin(ANPiNn..N0P_NF)
=ANPN..0PNF
==

Les évenements étant égaux, leurs probabilités sont ainsi égales.

Conclusion : pour tout j € [2;+oo[, P([X =1]N[Y = j]) = P(Y = )).

5.b. Montrer que pour tout i € [2; 0o, P([X = N[V =1]) =P(X = i]).
Raisonnement analogue.
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5.c. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

N

Puisque IP([X = 1}) =5 et que X et Y suivent la méme lot :

Mais : [X =1]N[Y = 1] = &, car il est impossible d'avoir PILE et FACE au méme lancer. D'ou :

P(X =1]n[Y =1]) = P(@) =0

Par conséquent :
IP([X = 1]) «P(lY = 1]) + ]P([X =1]Nn[Y = 1])

& Méthode !
Il n'est pas rare de procéder ainsi,
en cherchant une intersection vide
4 parmi les cas simples.

Conclusion : les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

6. On considere la variable aléatoire Z = X + VY.

6.a. Expliquer pourquot Z prend toutes les valeurs entieres positives sauf 0 et 2.
Raisonnons par double inclusion.

* X(Q) = Y(Q) =N, donc Z(Q)  N.

* [/ =0]=[X=0/Nn[Y =0]= @ (impossible de n'obtenir aucune PILE et aucun FACE)

* [Z=2]=(X=0n[Y=2)U(X=2nY=0])u(X=1]NnY =1]) et ces trois intersections sont
vides (impossible de n'avoir aucun PILE et le premier FACE au second lancer... et impossible d'avoir
le premier PILE et le premier FACE au premier lancer..).

Dot [Z =2]|=@.
On a ainst :
Z(Q) ¢ N\ {0;2}

Soit i € N\ {0;2}. Montrons que [Z = | + @.
* St i =1:lissue consistant a choisir la piece 2 puis a n'obtenir que des PILE réalise l'évenement
[Z = 1] car cette piece ne donnera jamais FACE. )
Dot - [7 = 1 > On attend UNE issue. Il faut donc
ou: [ - ] % : 4 expliciter un déroulement précis
# St i >3 : lissue consistant a choisir la piece 0 puis a obtenir PILE des lancers 1 a i — 1 et FACE | de Uexpérience compléte.

Important !

ensuite réalise l'évenement [Z = i, car elle réalise l'évenement [X = 1]N[Y =i —1].
Dot : [Z = i] + @.
On a établi :

YieN\{0;2}, [Z=i+ @

Par conséquent :
N\ {0;2} C Z(Q)

Conclusion : Z(Q) = N\ {0; 2}.

2
6.b. Montrer que ]P([Z = 1]) =3

D'apres la formule des probabilités totales avec ([X =0[X = ﬂ) comme systeme complet d'‘évenements :

m Réflexe !
On s'intéresse a la lot d'une

somme de variables aléatoires
discrétes : on utilise la FPT !

B([Z = 1) = P(X = 0]n[Y = 1)) + B(X = [y = 0] :

B{X = 0]) « Pg([¥ = 1)) + B([Y = 0]) » By_g((X = 1) ) FIX=0) #0etB(Y=0) #0 olen 3

1 1 J X et Y suivent la méme loi et IP(X = OJ) =3
= 3 < Bieg[Y = 1)) + 3 = Pyog(IX = 1)
)
Mais st [X = 0] est réalisé, cela implique d'avoir FACE dés le premier lancer, et donc [Y = 1] est réalisé. Par
conséquent :
P ([Y =1]) =1

De méme :

Conclusion : P([Z =1]) = =.

6.c. Justifier que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on a :

[Z=n]=((X="]n[Y =n—=1]) U (Y =1]n[X =n—1]

Remarque
Soit n &€ [[3; +oo[. Puisque (Py, Fy) est un systéeme complet d'évenements, on a : 4 4

[Z = n]

On voit l'intérét d'avoir travaillé
la démonstration de la FPT pour
avoir cette idée...

(Prn[Z=n))U(F N[Z=n)

J Py =[X=1]et F=[Y =1

(X =1nX+Y=n)u(X=1n0[X+Y=n])
(X =1nY=n=1))u (Y =1n[X=n-1])
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Conclusion : Vn € [3;4oc[, [Z=n]= (X =1N[Y=n—1]) U (Y =1]n[X =n—1]).

6.d. En déduire que :

Soit n € [3; +ool.

D'apres la question précédente :

]P(»Z: /1]) :]P(([X: 1NNy =n— H) U (W:T(‘\{X:nfﬂ))
=P(X=1nY=n=1)+P(Y=1nX=n-1))
=P(Y=n—-1)+P(X=n-1)

incompatibilté de [X = 1] et [Y = 1], donc des deux événements en jeu

questions 5.a., 5.b., licite carn —1 > 2

N N

X et Y ont méme loi, et question 1.c. car n —1 > 2

Conclusion : Vn € [3;+oo[, P([Z = n]) =

7. Simulation informatique. On rappelle que, en Python, la commande rd.random() renvoie un réel aléatoire de |0; 1],
et que la commande rd.randint (a,b) renvoie un entier aléatoire de [a; b[.
7.a. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme Python suivant afin que la fonction simulX renvoie
une réalisation de la variable aléatoire X.

1| def simulX ():

2 piece=rd.randint (...,...)

3 x=1

4 if piece==

5 lancer=rd.random()

6 while ..............

7 1 A U

< 1

9 else:

10 if piece==1:

S

12 return (x)
o = Rappel...
Voict : 4 1L suffit de recopier les lignes a

compléter. Inutile de réécrire tout

1| def simulX (): le programme.

2 piece=rd.randint (0,3)

3 x=1

q if piece==0:

5 lancer=rd.random ()

6 while lancer<1/2:

7 lancer=rd.random ()

8 x=x+1

9 else:

10 if piece==1:

7" x=0

12 return(x)

7.b. Justifier que le cas ol l'on joue avec la piece numéro 2 ne soit pas pris en compte dans le programme ci-dessus.
St l'on joue avec la piece 2, alors on obtient PILE dés le premier lancer et donc X prend la valeur 1. Or la
variable x est initialisée a 1 dans le programme ci-dessus, ainsi, si on joue avec la piece 2, sa valeur n'est pas
changée dans les lignes 8 et 11, donc le programme renverra 1.
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