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ENONCE
1T -1 0
On consideére la matrice A= | 0 2 1
-1 -1 3

1. Calculer (A —25)? puis en déduire que (A —25)* = 0.
2. Montrer que lensemble £, = {X € M;3;(R) | AX = 2X} est un espace vectoriel. En déterminer une base.

-1 1
3. Posons U= | 1 et V=10
0 1

3.a. Vérifier que AV & Vect(U, V).
3.b. Résoudre l'équation AX = 2X + V, d'inconnue X € M54(R).

—1
3.c. Posons W= { 0 |.Montrer que la famille (U, V, W) est une base de M35;(R).
0
-1 1 -
4. Considérons P=| 1 0 0
0 1 0
4.a. Justifier que P est inversible et déterminer P~
01 0
4.b. Déterminer la matrice T de sorte que A= PTP~" et vérifier que T =25+ N, ot N= [0 0 1
0 0 0

5. On considere lensemble C = {M € M5(R) | AM = MA}.
5.a. Montrer que l'ensemble C est un espace vectoriel.
5.b. Soient M € M3(R) et Q = P~'MP. Montrer |'équivalence :

MeC < NOQ= 0N

5.c. Notons C' = {Q e M5R) | NQ = Q/\/}. Démontrer que C' = Vect(l5, N, N?) puis en déduire une base de C'.
5.d. Déterminer alors une base de C ainsi que sa dimension.

6. On consideére lensemble R = {M € M3(R) | M? + I; = A}.
6.a. Lensemble R est-il un espace vectoriel ?
6.b. Soient M € M5(R) et Q = P~"MP. Montrer ['équivalence :

MeR & Q*=5L+N

6.c. Soit Q € M;5(R). Démontrer que si 0’ = 5 + N, alors nécessairement, Q et N commutent.
6.d. En déduire, a l'aide de la question 5.c., les matrices Q € M;(R) telles que Q? = /5 + N.
6.e. Conclure en déterminant l'ensemble R.
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CORRIGE

1T =1 0
On consideére la matrice A= | 0 2 1
-1 -1 3
1. Calculer (A — 25)? puis en déduire que (A — 25)° O
-1 =1 0
OnaA—-2L=1{ 0 0 1] puis (A—25h)°
-1 =1 1

Conclusion : (A —2/;)> = 0.

v Rigueur !
2. Montrer que l'ensemble £, = {X € M3;(R) /| AX = 2X} est un espace vectoriel. En déterminer une base. Pour davantage de rigueur, on
' peut quantifier ainsi :
X ‘Soit X € M31(R). Il existe alors
Soit X = |y | €M;34(R).Ona: 4 X
z (x.y 2) e R’ tel que X = [y |"
z
AX =2X &= (A—2/)X =0 fs\g?ri;e?stfce vraiment néces-
—X—y =0
= z=0
—X—y+z=
—x—y _
—
z=0
x=-y
= qy=y
z=0
—1
— X=y| 1
0
Alinst :
—1
Eo=-4y| 1], yeR
0
= Vect

-1
Ainsi, puisque | 1 € M;54(R), £, est un sous-espace vectoriel de Ms51(R) et donc un espace vectoriel. De

—1
surcrott, la famille 1 est une famille de E5 :
0
v/ génératrice de £, d'aprés ce qui précede,
v libre, car constituée d'un unique vecteur non nul.

Conclusion : la famille est une base de E.

-1 1
3. Posons U= | 1 et V= O>
1

0 = Rappel...
Vect(d, V) = {ad + bV | (a,b) €
3.a. Vérifier que AV € \/ect U, \/ 4 RZ} . C'est l'ensemble des combi-
naisons linéaires des vecteurs o
1 et V.
AV = |1
2
=U+2V

Conclusion : AU & Vect(U, V).

Type concours - Page 2/6



3.b. Résoudre l'équation AX = 2X + V, d'inconnue X € M54(R).

X
Soit X = |y | € M31(R).
z
AX =2X+V — (A=2L)X=V
—X—y =1
= z=0
X—y+z=1 1= Pour info...
Y Si on avait défini la somme d'en-
—X—y =1 sembles, on aurait pu écrire :
— 11—y
z=0 y lyeRt =
0
X=—y—1 -1 1
o 0 | + Vect 1 : Clest
z=0 un espace affine de dimension
1, porté par l'espace vectoriel
1y -1
— X = y Vect | | 1
0 4 0
—1
3.c. Posons W =1 0 |.Montrer que la famille (U, V, W) est une base de M5(R).
0
v Sotenta,b,ceR.Ona:
—a+b—c=0 Important !

Une base d'un EV de dimension
finie E cest une famille :

b =0 v génératrice de £,

v libre dans E,

bh—0 v/ dont le cardinal est égal a
= o la dimension de E.

c=0 En pratique, seuls deux de ces
trois points suffit pour montrer
4 qu'une famille est une base.

aU+bV+cW=0 = a =0

Par conséquent, la famille (U, V, W) est libre. QU E est un LV de référenee (on
v Aussi : Card(U, V, W) = 3 = dim (/\/lm(R)). connalt donc sa dimension), on
utilise souvent 'liberté + de bon
cardinal”.

St l'on ne connalt pas la dimen-
ston de E, alors on utilise 'géné-
ratrice + libre". Et bien souvent,
on cherche alors a écrire £ sous

Conclusion : la famille (U, V, W) est une base.

-1 forme d'ev engendré par une cer-
4. Considérons P={( 1 0 0 |. taine famille.
0o 1 0

4.a. Justifier que P est inversible et déterminer P,
Mettons en place la méthode de Gauss :

-1 1 - 10 0

1T 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1
En permutant les lignes :

1T 0 0 01 0

0o 1 0 0 0 1

-1 1 - 1T 0 0

Puis en effectuant [3 < [3 + [ :

1T 0 O 0 1 0

0 0 0 0 1

0 -1 1T 1 0
Puis en effectuant [5 « [3 — L, :

17 0 O 0 1 O

0 1 O 0 0 1

0 0 -1 T 1 -1

Reste a multiplier L3 par —1..

0 170
Conclusion : P est inversible et P~! = 0 0 1
-1 -1 1
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010
4.b. Déterminer la matrice T de sorte que A= PTP™" et vérifier que T =25+ N, ot N= [0 0 1

0 0 0
2 10
Puisque A= PTP "onaT =P AP, etdonc: T=1[0 2 1
0 0 2
Conclusion : A= PTP~", ol T =2/5+ N.
5. On considere l'ensemble C = {/VI e M5R) | AM = /\/IA}.
5.a. Montrer que l'ensemble C est un espace vectoriel.
e Par définition, C € M;5(R), et M5(R) est un espace vectoriel ;
e La matrice nulle appartient a C (car A x 03 = 03 x A), donc C est non vide. Remarque
e Soient a,b € R et M, N € C. Montrons que aM + bN € C. On structure bien cette question..
3 points, puis 2 sous-points dans
* aM+ bN € M5(R), car M, N € M5(R) et que M3(R) est un espace vectoriel; 4 le troisiéme !
Puis - En effet, 2 criteres pour appar-
* PUls : tenir a C : étre dans M3(R) et
A(aM + bN) = aAM + bAN commuter avec A.
J M,NecC
= aMA + bNA

— (aM + bN)A

Par conséquent : aM + bN & C.

Conclusion : C est un sous-espace vectoriel de M5(R), donc un espace vectoriel.

Vocabulaire
5.b. Soient M € M3(R) et Q = P~'MP. Montrer |'équivalence : { Lensemble C (qui est un EV) est

appelé commutant de A.
MeC < NO=0N

MeC < M=MA

PTP~'POP™ = PQP~'PTP ,
PTOP- — POTP- J A=PTP" et 0= PMP
T0- o7 J PPl =pPP =1
(25 + N)Q = 02 + N)

204+ NOQO =20+ ON

NQ = ON

TT1T11

Conclusion : M € C < NO = ON.

5.c. Notons C' = {Q e M5R) | NO = Q/\/}. Démontrer que C' = Vect(l5, N, N?) puis en déduire une base de C'.

a b ¢
e Sot O=|d e ] eM;5R).
g h i

Par conséquent :

, (a,b,c) e R’

Q

I
o oa
oo«
SEES S
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e La famille (5, N, /\/7) est alors :

v génératrice de C,

v libre, en effet :

Conclusion : la famille (5, N, /\’2) est une base de C'.

5.d. Déterminer alors une base de C ainsi que sa dimension.

Soit M € M5(R). On a:

MeC < AM = MA
=

P'MP el

< dl(a,b,c) € R | PT'MP = al; + bN + cN?

« 3l(a,b,c) R’ | M=al+bPNP" + cPN*P"
« 3l(a,b,c) ER’ | M = al+ b(A—25)+ c(A—25)°

/ question 5.b.

/ (h, N, s‘\‘"") est une base de C’

/ PNP~" = P(T —2k)P™" = A— 25
PN?P~! = (PNP™')?

Conclusion : (/3, (A—205),(A— 2/3)2) est une base de C, et ainsi dim(C) = 3.

. On considére lensemble R = {M € M;(R) / M+ 5 = A}

6.a. Lensemble R est-il un espace vectoriel ?

Conclusion : l'ensemble R n'est pas un espace vectoriel car il ne contient pas la matrice nulle : 05+ /5 # A

6.b. Soient M € M;3(R) et Q = P~'MP. Montrer l'équivalence :

MeER « Q*=hL+N

MER & M +5=A

= PQ’P'+h5=A
e Q'+ P 'hP =P AP
e Q’+h5=T

= Q*+h=2+N
—= Q'=hL+N

Conclusion :

MER & Q" =h+N.

6.c. Soit Q € M;5(R). Démontrer que si 0% = I+ N, alors nécessairement, Q et N commutent.
Supposons que Q? = /5 + N. On a alors :

ON = Q0" = 1)
-0'-0
— (0%~ 5)0
= NO

Conclusion

. 2 / 7 .
:st Q° = K+ N, alors nécessairement, Q et N commutent.

6.d. En déduire, a l'aide de la question 5.c., les matrices Q € M;(R) telles que Q% = /5 + N.

D'aprés la question précédente, si une matrice Q de M3(R) vérifie QO = /5 4+ N, alors elle commute avec N.

Résolvons donc l'équation 0’ = I3+ N d'inconnue Q € Vect(l5, N, N?).

Soit Q € Vect(, N, N‘)). |

Dans ce cas :

Mais alors :

Q*=h5+N 0 a’

a b
L existe alors des réels a, b, ¢, que l'on considere ensuite, tels que Q= {0 a
0 0
a’> 2ab b’ +2ac
Q*=[0 o 2ab
0 0 a’
a®> 2ab b’ +2ac 71 0
2ab =10 1 1
0 0 a’ 0 0 1
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En gros...

On a fait une sorte de "chan-
gement d'inconnu’” entre la re-
4 cherche du commutant de N et
celut de A.. Par conséquent :
C + Vect(l3, N, N?).

= Rappel...

Par récurrence (a savoir faire en
moins de deux minutes) :

VneN, (PDP™Y)" = PD"P™

X Attention !
Cela ne signifie pas qu'il est non
4 vide | S'il était vide, passerions-

nous vraiment 5 questions a l'étu-
dier..?

Ne pas hésiter sur cette question.

{7 % Classique ! % ——




a’ =1
= 2ab =1

b%> +2ac =0
[ a=1
1
b= —
1 2
_ 1
L “7 8
— A ou
=1
—1
h=_—
1 2
T
L L 8
1 1/2 —1/8 1 1/2 —-1/8
Conclusion : les solutions de l'équation O°=h5+Nsont [0 1 112 | et — 1 112
0 0 1 0 0 1

6.e. Conclure en déterminant l'ensemble R.
Soit M € M5(R). On a:

MER & M +h5=A
= P'MPe{0eMsR)/Q =h+N}

J question 6(b)

J question précédente

1 12 —-1/8
— P'MP=x+{0 1 12
0 0 1
1 3 -5 1
<=>A/I:ig 1 9 3
-4 -4 12
] 3 =5 1 1 3 -5 1
Conclusion : R = 8 1 9 3 5 1 9 3
-4 -4 12 -4 -4 12
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Remarque

Les raisonnements mis en place
dans cette question 6 sont trés
proches de ceux de la question
5. Les calculs sont en revanche
un peu différents. Sur cette fin
d'exercice, on peut sans aucun
probleme tolérer que la copie
contienne un peu moins de détails
calculatoires...




