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EXERCICE 3

ENONCE

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On dispose de n urnes, numérotées de 1 a n, contenant chacune n boules toutes identiques.
On répéte n épreuves, chacune consistant a choisir une urne au hasard et a en extraire une boule au hasard. On suppose que les choix des urnes sont
indépendants les uns des autres.

Pour tout i € [1; n], on note X; la variable aléatoire prenant la valeur 1 st l'urne numérotée i contient toujours n boules a l'issue des n épreuves; et
qui prend la valeur O sinon.

Pour tout i et tout k de [1;n], on note U, l'évenement "l'urne numérotée i est choisie a la k-ieme épreuve”.

1. 1l.a. Soit i € [1;n]. Ecrire l'événement [X; = 1] & l'aide de certains des évenements U, puis montrer que -

P(X 1)) - (1 f%)

2 n
1.b. Soient i et j deux éléments distincts de [1; n]. Démontrer : P([X; = 1]N[X; = 1]) = (1 - E) .

2 1\’
1.c. Comparer (1 - 7) et (1 — f) et en déduire que, st i et j sont deux entiers distincts de [[1; n], alors les variables aléatoires X; et X; ne
n n

sont pas indépendantes.

2. On pose Y, = ZXk‘
i=1
2.a. Déterminer l'espérance de V).

E(Y,
2.b. En déduire lim % et donner un équivalent de E(Y,) lorsque n est au voisinage de +oo.

1—+00
3. Pour tout i € [1;n], on note N; la variable aléatoire égale au nombre de boules manquantes dans l'urne numérotée i a lissue des n épreuves.
3.a. Donner la lot de N; ainsi que son espérance.
3.b. Que vaut le produit N;X;?
3.c. Les variables aléatoires N; et X; sont-elles indépendantes?
4. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme ci-dessous de sorte que l'exécution de simul(n) simule l'expérience décrite au début

de cet exercice et renvoie deux listes, la premiere contenant les réalisations des variables aléatoires Xj, ..., X, ; et la seconde les réalisations des
variables aléatoires Ny, ..., N,.

1|def simul(n):

2 e e e e e

3 N=......

4 for k in range(n):
5 i=......

6 X[i-1]=......
7 N[i-1]=......
8 return X,N
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CORRIGE

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On dispose de n urnes, numérotées de 1 a n, contenant
chacune n boules toutes identiques. On répete n épreuves, chacune consistant a choisir une urne au hasard et a en
extraire une boule au hasard. On suppose que les choix des urnes sont indépendants les uns des autres.

Pour tout i € [1; n], on note X; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si l'urne numérotée i contient toujours n boules
a U'issue des n épreuves; et qui prend la valeur O sinon.

Pour tout i et tout k de [1; n], on note U, U'événement "l'urne numérotée i est choisie a la k-iéme épreuve'.

1. 1l.a. Soit i € [1;n]. Ecrire l'événement [X; = 1] & laide de certains des événements U, puis montrer que :

P =)= (1-1]

n

[X; = 1] est réalisé si, et seulement si, l'urne i contient toujours n boules a l'issue des n épreuves
Important !

Cette étape permet de reformuler
_a volonté ce que traduit l'évene-
; ) ment [X; = 1] afin de pouvoir
que lurne i 'écrire ensuite comme demandé.

si, et seulement si, aucune boule n'a été piochée dans l'urne i au cours des n épreuves

si, et seulement si, des épreuves 1 a n, toutes les boules ont été piochées dans d'autres urne

Dot :

Par conséquent :

les choix des urnes sont indépendants les uns des autres,

k=1
n donc les évenements U, 1, ..U, , sont indépendants
=[ 1P
k=1 équiprobabilité du choix de l'urne
n
n—1
n
k=1

Conclusion : P([X, = 1)) = (1 - 7)

2 n
1.b. Soient i et j deux éléments distincts de [1; n]. Démontrer : P([X; = 1]N[X; = 1]) = (1 - E) .

[Xi =1]N[X; = 1] est réalisé si, et seulement si, les urnes i et j contiennent toujours n boules a lissue des n
épreuves

si, et seulement si, aucune boule n'a été piochée dans les urnes i et j au cours des
n épreuves

si, et seulement si, des épreuves 1 a n, toutes les boules ont été piochées dans
d'autres urnes que les urnes i et j

Dot : i
X = 101X = 1= ) (U0 Uy)

k=1

Par conséquent :

les choix des urnes sont indépendants les uns des autres

équiprobabilité du choix de l'urne

n -
|—| n—2
n

k=1
n—2\"
n

2 n
Conclusion : si i et j sont deux éléments distincts de [1; n], alors P([X; = 1]N[X; = 1]) = (T — 7) .
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2 1
1.c. Comparer (1 - et |[1— - et en déduire que, st i et j sont deux entiers distincts de [1;n], alors les

variables aléatoires X; et X; ne sont pas indépendantes.

- Réflexe !

Pour comparer deux réels, on
étudie le signe de leur différence.

e Ona:
4
2 1)? 2 21
N S R
n n n non
—1
7
<0
Par conséquent :
2 1\°
[=3)<(-3)
n n
e Soient {,j € [1;n]. Supposons que i # j.
* D'apres la question précédente :
2

P =10y = 1) = (1-2

#* Or X; et X; ont méme loi, donc d'apres la question 1.a. :

/I n /I n
]P([X[:1])IP([X,:1]):(1—E) (17)
2n
=
n
Or, d'apres ce qui précede :
2 1)’
T——) < |1—~=
n n

Donc, par stricte croissance de la fonction .” sur R™, licite car 1 — = >0 (n > 2) :
n

2\" 1

n

Dol :
=1)P(X =1

P([X: =1]n[X; =1]) # P([X

Conclusion : les variables aléatoires X; et X; ne sont pas indépendantes.

2. On pose Y, = ZXK

i=1

2.a. Déterminer l'espérance de Y.
La variable aléatoire Y, admet une espérance comme somme de variables aléatoires qui en admettent une

(X, ..., X, admettent toutes une espérance car elles suivent une lot de Bernoulli); et :

-
J
/

E(Ym) =E

linéarité de l'espérance, toutes existent

pour tout i € [1;n], X; suit la loi de Bernoulli

1"
1]) qui vaut (1 - ;)

=) _EX)
i=1

1
:n(Tff

n

de parameétre P ([X;

),7

:E(Yn):n(1fl)n,

Conclusion
n
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et donner un équivalent de E(Y,) lorsque n est au voisinage de +o0.

E(Yn)
o

2.b. En déduire lLT

e Pour n suffisamment proche de +o00, on a ainsi, d'apres la question précédente :

n
E(Y) ( 1 )
N 1
n licite car pour n suffisamment proche de 400, T— — >0
1 n =Réflexe !
= exp (n n (W — ) ) Quand la variable est en exposant
4 et en base, on repasse a Uécriture
avec exp et ln.

Or:
R
vV VneN, —#0
n
) —1
v lim — =0
n—+o0o ]
Dol :
1 —1
[n (1 - — ~ —
n n—+oo N
Et ainsi :
1
nln (1 - = ~ -1
n n—+00
, . 1 . o
Par conséquent lim nin {1 — — ] = —1 et donc, par composition de limites :
n——+o00 n
. 1 1
lim exp {nln |1 —— =e
n—+o0 n
% Classique ! %
De la méme maniére, on démontre
E(Y,) que pour tout x # 0 :
Conclusion : lim =e X0
n—+o00 n lim (1 + 7) -
n—+o0 n
Et c'est encore valable si x = 0.
e On en déduit : Ely
lim ( ”1) =1
n—+oo e

Conclusion : E(Y,) !

n——+o00 e.

3. Pour tout i € [1;n], on note N; la variable aléatoire égale au nombre de boules manquantes dans l'urne numérotée
i a l'issue des n épreuves.

3.a. Donner la loi de N; ainsi que son espérance.

L [T S S A . ) A Important !
v Lexpérience s'assimile a n répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli dont le succes

Pour reconnaltre une des lois

piocher une boule dans l'urne (" est de probabilité — (par équiprobabilité du choix de l'urne). { usuelles, il faut la "bonne” expé-
n rience et la "bonne’ VA (la valeur

v La variable aléatoire N; prend comme valeur le nombre de boules manquantes dans l'urne i; autrement | quelle prend).
dit, elle prend comme valeur le nombre de succes de l'expérience ainsi décrite.

N 1
Conclusion : N; — £ (n; f) et donc E(N;) = 1.
n

—— & Méthode !
Une variable aléatoire est une
3.b. Que vaut le produit N;X;? application de Q dans R. Démon-

~ . I trer une égalité entre variables
Soit w € (2. On a de]a : aléatoires, c'est donc comme dé-

(/\/[XJ(U_)) = /\/l(w) x X[(w) montrer l'égalité de deux fonc-
o tions... Voici pourquoi on doit
Distinguons deux cas : évaluer en w € Q) ici.
o siwe X =0]:
Dans ce cas, Xi(w) = 0, et donc
Ni(w)Xi(w) =0

e siwé¢[Xi=0]:
Alors, puisque X;(Q) = {0;1}, on a nécessairement X;(w) = 1.
Par conséquent, l'urne i contient toujours n boules a l'issue des n épreuves. D'ot : N;(w) = 0. Et ainsi :

Ni(w)Xi(w) = 0

Dans tous les cas :
Ni(w)Xi(w) =0

Conclusion : N, X; est constante égale a 0.
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3.c. Les variables aléatoires N; et X; sont-elles indépendantes?

4. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme ci-dessous de sorte que U'exécution de simul (n) simule
l'expérience décrite au début de cet exercice et renvoie deux listes, la premiere contenant les réalisations des variables

D'apres la question précédente, la variable aléatoire N, X; est constante égale a 0, donc elle admet une espérance

et :

Or :

Par conséquent :

E(N.X) =0

Conclusion : les variables aléatoires N; et X; ne sont pas indépendantes.

aléatoires Xj, ..., X, ; et la seconde les réalisations des variables aléatoires Ny, ..., N,,.
1| def simul(n):
2 X=......
3 N=......
4 for k in range(mn):
5 Ll
6 X[i-1]=......
7 N[i-1]=......
8 return X,N
Voici :
1| def simul(n):
2 X=[1 for i in range(n)]
3 N=[0 for i in range(n)]
4 for k in range(mn):
5 i=rd.randint (1,n+1)
6 X[i-1]1=0
7 N[i-1]=N[i-1]+1
8 return X,N

Explications :

On initialise X avec une liste contenant n fois la valeur 1 : le i-eme élément de la liste X prendra la valeur 0
st au moins une boule est extraite de l'urne i (donc fournira une réalisation de X;).

On initialise N avec une liste contenant n fois la valeur 0 : le i-éme élément de la liste N représentera le
nombre de boules manquantes dans l'urne i (donc fournira une réalisation de N;).

En ligne 7, on choisit un entier au hasard entre 1 et n :

boule...

Ayant choisi L'urne i, on enleve une boule dans cette urne (X; prend donc la valeur O et ; est augmenté de 1).
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on choisit donc une urne dans laquelle on pioche une

-

—— == Rappel... ——

St X et Y sont deux variables
aléatoires indépendantes et ad-
mettent une espérance, alors la
variable aléatoire XY admet une
espérance et E(XY) = E(X)E(Y).
On utilise ici la contraposée...

—— X Attention !
Les urnes sont numérotées de 1 a
n alors que l'indexation des listes
X et N débute a 0...




