ANVLES MO et Oral HEC 2008 E

ENONCE

1.

Une urne contient 2n boules (n € N*) de couleurs toutes différentes. La moitié des boules est marquée du chiffre 0, les autres sont numérotées de

\

a

Question de cours. Définition et propriétés de la loi de Bernoulli et de la lot binomiale.

—

On extrait simultanément n boules dans cette urne obtenant ce qu'on appelle une poignée. On suppose que toutes les poignées sont équiprobables.
Pour tout i € [[0; n]), on note X; la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si une boule numérotée i se trouve dans la poignée, et 0 sinon.

2.

Soit i € [1; n]). Déterminer la lot de probabilité de X;.

3. Déterminer la loi de Xj.
4.
5

. On note S la variable aléatoire qui prend comme valeur la somme des valeurs obtenues sur chacune des boules de la poignée.

Pour tout (i, j) € [1; n]* tel que i # j, calculer Cov(X;, X)).

5.a. Exprimer S en fonction de X, ..., X,.
5.b. Démontrer :

2_p—
Z ij:n(n+1)(32r; n—2)

1<i<j<n

5.c. Déterminer l'espérance et la variance de S.

On désigne par Z la variable aléatoire qui prend comme valeur le nombre de boules numérotées O dans la poignée. Donner la loi de probabilité
de Z puis son espérance.
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CORRIGE

1. Question de cours. Définition et propriétés de la lot de Bernoulli et de la loi binomiale.
QUESTION DE COURS 47

Une urne contient 2n boules (n € N*) de couleurs toutes différentes. La moitié des boules est marquée du chiffre O, les
autres sont numérotées de 1 a n.

On extrait simultanément n boules dans cette urne obtenant ce qu'on appelle une poignée. On suppose que toutes les
poignées sont équiprobables.

Pour tout i € [0; n]], on note X; la variable aléatoire qui prend la valeur 1 st une boule numérotée i se trouve dans la
poignée, et O sinon.

2. Soit i € [1; n]). Déterminer la lot de probabilité de X;.
On sait déja que X;(Q) € {0;1}.
Ensuite :
[X; = 1] est réalisé si, et seulement si, la boule numéro i est tirée

si, et seulement si, la boule numéro i fait partie des n boules tirées sur les 2n au total

Or, tirer n boules sur les 2n équivaut a scinder les 2n boules en 2 groupes de tailles identiques... La boule numéro
i a alors une chance sur deux d'étre dans l'un de ces deux groupes, par équiprobabilité des tirages. D'ol :

1
Conclusion : X; — # (2 )

Ou ALORS...

Puisque les poignées sont équiprobables, on a :

Card ([X; = 1))
Card(Q)
Or:

2n
e () est constituée de toutes les poignées possibles : il y en a ( )
n

e Tirer une poignée réalisant [X; = 1] équivaut :

* choisir la boule numéro i : 1 choix

2n —1
* choisir ensuite n — 1 boules sur les 2n — 1 restantes : ( n_1 ) choix.
Dot : 2 ’
n—
Xi=1]) =
Card ([X; 1) (”71 )
Alnst :
(1)
P(X =1]) = (”zn)
(2n—1)!
(=TIt
= 2o
nln!
1
)

3. Déterminer la loi de Xj.
On sait déja que X Q) C {0;1}.
Ensuite, par équiprobabilité des poignées :
) Card(’X() = 0})
P([Xo=0]) = ———————-
(o =0)) Card(Q)

Et seule la poignée constituée des boules numérotées 1,2, ..., n réalise 'évenement [Xy = 0]. D'ou :

P([Xo = 0])

o
()

Conclusion : Xj suit la lot de Bernoulli de parametre 1 —

o
()
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4. Pour tout (i, j) € [1; n]* tel que i # j, calculer Cov(X;, X)).

Soit (i, j) € [1; n]? tel que i # j. Puisque X; et X; admettent un moment d'ordre 2, Cov(X;, X)) existe et, par formule

de Koenig-Huygens :

Cov(X;, X)) = E(X.X;) — E(X)E(X))

1
= E(X.X}) — 7

Or, X;X;(Q) € {0;1}, donc :

En reprenant, on obtient :

Card(Q))

(%)

(Z/LZ)‘
(n—2)!n!

2n)!

nin!

n(n—1)
2n(2n —1)

n—1
2(2n—1)

Cov(X;, X)) =

J) X =x0) = 0.1}

J équiprobabilité des poignées

J raisonnement analogue a ce qui précede

J question 1.

Conclusion : pour tout (i, j) € [1; n]? tel que i # j, Cov(X,, X)) =

n—1 1
22n—1) 4
20=1)—02n—1)

4(2n —1)
—1
4(2n —1)
—1
42n —1)

5. On note S la variable aléatoire qui prend comme valeur la somme des valeurs obtenues sur chacune des boules de

la poignée.
5.a. Exprimer S en fonct

ion de Xy, ..., X,,.

n n

Conclusion : S = Z iX; = Z iX;.

i=0 i=1

5.b. Démontrer :

) =

1<i<j<n

j=2 i=1
IR R
-3 (15

J=¢

1<
_1 20

> )1(/ )

/=2

1 n B B

=5 (> =)

j=1

n(n+1)(3n°> —n—2)
24

J terme nul quand j =1

1n?(n+17  nn+N12n+1)

2 4

6

3n%(n + 1?2 —2n(n + 1)(2n + 1)

24

n(n + 1)(3/7(/7 +1)—22n + 1))

24
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Remarque

On peut également utiliser le
théoréme de transfert pour calcu-
ler E(X;Xj).. On obtiendrait alors

( immédiatement :

E(X.X) = P(1X = 1]n[X; = 1])

(Les trois autres termes de la
somme double étant nuls...)




n(n+1)3n*—n—2)

24
n ] 1
. o nn+1)3n*—=n-2)
Concl : = .
onclusion L2 ij 54

5.c. Déterminer l'espérance et la variance de S.

e |l a variable aléatoire S admet une espérance, comme combinaison linéaire de n variables aléatoires
admettant une espérance; et, par linéarité de l'espérance :

E(S)=) E(X)
i=1
,] n .
7!
i=1
n(n+1)
4

Conclusion : E(S) = /7(n4+ 1).

e La variable aléatoire S admet une variance, comme combinaison linéaire de n variables aléatoires admet-
tant une variance; et :

V(S)=Cov | Y iX) X

i—1 =1 J linéarité a gauche et a droite de la covariance

= i i ijCov(X;, X))
i=1 j=1

n

S BVX)+ Y iCov(X, X))+ Y ijCov(X, X))

J symétrie de la covariance

i~1 1<i<j<n 1<j<i<n
T .
- ;l +2 K;@ ijCov(X;, X;) J R
Tnn+12n+1) R
"6 A2 Umm ) avesion it
n(n+12n+1) 1 n(n+13n?—n—2)
B 24 T 22n 1) 24
22n —Nn(n +1)(2n + 1) —n(n +1)(3n*> —n —2)
B 48(2n —1)
n(n + 1)(8/7Z —2-3n*+n+ 2)
48(2n — 1)
n(n+ 1)(5n? + n)
— T T
n%(n +1)(5n + 1)
T 4820 1)

n(n+1)5n+1)

Conclusion : V(S) = 2820 — 1)
n—

6. On désigne par Z la variable aléatoire qui prend comme valeur le nombre de boules numérotées 0 dans la poignée.
Donner la loi de probabilité de Z puis son espérance.

e On a déja Z(Q) = [0; n]. Soit ensuite k € [0; n]. Par équiprobabilité des poignées :

Card([Z = k
P(i7 = k) = Ce(l[rd(()) )
Card([Z = k])

- 2n
()
Or, tirer une poignée réalisant [Z = k] équivaut a :
* choisir k boules numérotées 0 parmi les n disponibles,
* choisir n — k boules avec un autre numéro parmt les n disponibles.
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D'ou :

; n n
Car’d(Z =k]) = (/\> (” B k) = Pour info... ——

Z suit une loi hypergéométrique

(HP). En utilisant la formule
1 n n de Vandermonde (HP), on peut
Conclusion : Z(Q) = [0; t - tout k 0; P([Z =k]) = . .
nclusi (Q) = [0; n] et pour tout k € [0; n], P( 1) (/,”) Py P verifer que S B(1Z = k) = 1.
" k=0
Pour tous entiers naturels k, m, n tels que k < m+n :
m+n k m n
( k ) L (k—i) (z)
i=0
Donnons une démonstration de cette formule, qui n'est pas a connaltre.
Soient k, m, n € N tels que k < m + n.
D'apres la formule du bindme de Newton, on a, pour tout x € R :
m+n
m+n __ m+n k
(1+x)m =5 ( L X
k=0
Mais également, pour tout x € R :
14+ x)™ = (14 x)™(1 + x)"
( ) ( A ) J formule du bindme de Newton
m m . n n
i=0 t j=0 J
m m ) n n
i=0 ¢ o M/
m n m (n
i=0 j=0 ! J
m n
par e )\ J k =i+ j (dans la somme de lintérieur)
m i+n i o
iz0 k= " -
m+n k i .
K
= X
k=0 \i=0
On a donc établi :
m+n i 4k i m+n k i @
Vx € R, Xk = xk
> ("= ()
k=0 k=0 \ =0
Ainsi, pour tout k € [0; m + n], en identifiant le coefficient du terme en xX on obtient :
m+n K m n
") -2 ()L
i=0
n
e Pour lespérance de Z, remarquons que ZX, est le nombre de boules numérotées autres que O dans la
i=1
poignée. Par conséquent :
n
Z=n— Z X
i=1
Ainst Z admet une espérance, comme combinaison linéaire de telles variables aléatoires, et :
n
E(Z)=E |n-— X
; / linéarité de l'espérance
n
=n— E(X))
; / question 2.
n
=n—-=
2
n v’ Pour s’entrainer...
) On pourrait également obtenir
E(Z) par le calcul, en utilisant la
loi de Z... mais ceci nécessiterait
) n l'utilisation de la formule de Van-
Conclusion : E(/) = =. dermonde. Cest toutefois un bon
2 exercice a faire pour s'entratner !
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