e g Oral HEC 2023 Appli

ENONCE

Soit p €]0; 1[. Une grenouille monte les marches d'un escalier (supposé infini) en partant du sol et en sautant :
e ou bien une seule marche, avec probabilité p;
e ou bien deux marches, avec probabilité 1 — p.
On suppose que les sauts sont indépendants les uns des autres.
1. Question de cours. Rappeler la valeur de l'espérance et de la variance :
e d'une variable aléatoire X suivant la loi binomiale de paramétres n € N* et p €]0;1[;
e d'une variable aléatoire Y fonction affine de X, cest-a-dire Y = aX + b, (a, b) € R%.

2. Dans cette question, on observe n sauts de la grenouille et on note X, le nombre de fois ol la grenouille a sauté une marche et Y, le nombre de
marches franchies.

2.a. Justifier la lot suivie par la variable aléatoire X.
2.b. Exprimer Y, en fonction de X, puis en déduire l'espérance et la variance de Y.

3. Pour tout k € N*, on note p, la probabilité que la grenouille passe par la marche k. Déterminer les valeurs de p1, p2 puis établir une formule de
récurrence reliant p, et px_q pour tout k > 2.

4. En déduire la valeur de py pour k € N*.
5. Soit n € N*. On note désormais Z, le nombre de sauts nécessaires pour atteindre ou dépasser la n-ieme marche.

5.a. Ecrire une fonction Python qui prend en entrée un entier n et la probabilité p et renvoie une simulation de la variable aléatoire Z,.
5.b. Soit n € [3; +oo[. Démontrer :

Vk e [in+1], P([Zy = k) = pP([Zo1 = k = 1]) + (1 = p)P([Zs—2 = k —1])

En déduire :
E(Z)) = pE(Zy—1) + (1 — p)E(Zy—2) + 1

5.c. On pose, pour tout n € N*, u, = E(Z,) — an, avec a un réel. Déterminer la valeur du réel a de sorte que (u,),en+ SOit une suite récurrente
linéaire d'ordre 2 a coefficients constants. En déduire E(Z,) puis un équivalent de E(Z,) lorsque n tend vers +o0.
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CORRIGE

— ¥ L’avis du chef | ¥ —
Trés bon exercice (adapté) sur une

Soit p €]0; 1[. Une grenouille monte les marches d'un escalier (supposé infini) en partant du sol et en sautant : expérience trés classique. I serait
e ou bien une seule marche, avec probabilité p; également possible de siintéresser
au nombre de facons de franchir

les n premieres marches par

e ou bien deux marches, avec probabilité 1 — p. e fuite do Fib )
exemple (sutte de ribonacct.).

On suppose que les sauts sont indépendants les uns des autres.
1. Question de cours. Rappeler la valeur de l'espérance et de la variance :
e d'une variable aléatoire X suivant la loi binomiale de paramétres n € N* et p €]0;1[;
e d'une variable aléatoire Y fonction affine de X, cest-a-dire ¥ = aX + b, (a, b) € R,
Voir cours.
2. Dans cette question, on observe n sauts de la grenouille et on note X, le nombre de fois ou la grenouille a sauté
une marche et Y, le nombre de marches franchies.
2.a. Justifier la loi suivie par la variable aléatoire X.
v Lexpérience consiste en n répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli dont le succes
‘sauter d'une seule marche” a pour probabilité p.
v La variable aléatoire X, prend alors comme valeur le nombre de succes sur ces n répétitions.

Conclusion : X, — %B(n; p).

2.b. Exprimer Y, en fonction de X, puis en déduire l'espérance et la variance de Y.
e Sur les n saut observés, la grenouille a ainsi effectué X, sauts d'une seule marche et donc n — X, sauts
de deux marches. Par conséquent :
Yo=X, x1+(n—=X,) =2
=2n—X,

e Puisque X, admet une espérance et une variance, la variable aléatoire Y, également (fonction affine de

X,) et:

E(Y,) = E2n — X,) N
J linéarité de l'espérance

= 2n —E(X,)
=2n—np
=n2—p)

ainst que :

V(Y,) = V(2n — X))

- (7w )LV(X/J
=np(1 —p)

3. Pour tout kK € N*, on note py la probabilité que la grenouille passe par la marche k. Déterminer les valeurs de pq, p2
puis établir une formule de récurrence reliant py et px_1 pour tout k > 2.
Notons, pour tout k € N*, M, l'évenement ‘la grenouille passe par la marche k" (de sorte que p, = P(My)) ainsi

/

que, pour tout i € N*, U; l'évenement ‘la grenouille saute d'une marche au i-eme saut’ et D; = U..

e On a immédiatement :
/\//1 = U1

D'ou :
pr =P(Uy)
=p

e [‘évenement M est réalisé si, et seulement si, la grenouille saute d'une seule marche aux premier et second
sauts ou elle saute de deux marches au premier saut.
Alinst :

Dot : ——— Remarque

On pourrait également utiliser

la FPT Ui, D

J Dy et Uy sont incompatibles, donc Dy et Uy N U, également SaCE... O?wvicﬁ{is;ral:)lec(t)'?t?q:ue
Dy N M, = Dy (car Dy C M) et
le fait que Py, (Mz) = P(U)...

p2> = ]P(((/H N [Jz) U D})
=P(U nU,) +P(Dy)
=p’+1-p

-

J indépendance des sauts

e Soit k € [[2; +oo[. Raisonnons sur M,..

M est réalisé  si, et seulement si, la grenouille ne pas par la marche k
si, et seulement si, la grenouille passe par la marche k — 1 et quelle ef-
fectue ensuite un saut de 2 marches
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Il existe donc un entier iy € N, que l'on considere ensuite, tel que

M = Me1 0 D,
Dol :
pe =1—P(M) R
emarque
=1-P(Me1n D’“) . On pourrait également établir une
J indépendance des sauts R . ,
=1— (T — P)PA 1 relation de récurrence d'ordre 2
sur la suite (pg)gens.. On trouve-
rait, pour tout k & [3; 400 :
. pk = ppr—1 + (1 = p)px—
Conclusion : Vk € [2; +oo[, pxr =1— (1= p)pr_1. p

4. En déduire la valeur de py pour k € N*.
D'apres la question précédente, on voit que la suite (pi)ren+ est arithmético-géométrique... —— & Méthode !

. . St Upp1 =au, +b (a+1):
* SoitxeR Ona: e résoudre x = ax+ b

® poser v, = u, — a, ol a est la

o

x=1-(1T-px & x2—p)=1 solution de x = ax + b
1 J p €)0;1[, donc 2—p # 0 e montrer que (v,) est géomé-
— XxX= — trique (de raison a)
2—p e donner le terme général de (v,)
et en déduire celut de (up).
Notons a = L
2=p

e On a ainsi :
Vk e N*, pep1=(p—T)pr +1
a=(p—"Ta+1

D'ol, en soustrayant la ligne 2 a la ligne 1 :
Vk €N, pror —a=(p—1)(px — a)

Dés lors, la suite (py — @)ren+ est géométrique de raison (p — 1) et de premier terme — a avec :
Pk keEN g q f f P

1
poan-3;
_2p- p’ —1
B 2—p
_ =y
2—p
Par conséquent : pour tout k € N* :
—1)? )
W*a:*%j%w*”M
_ =
B 2—p
1 — (p o 1)A +1

Conclusion : Vk € N, p, = :
2—p

5. Soit n € N*. On note désormais Z, le nombre de sauts nécessaires pour atteindre ou dépasser la n-iéme marche.

5.a. Ecrire une fonction Python qui prend en entrée un entier n et la probabilité p et renvoie une simulation de la
variable aléatoire Z,.

1|def simule_Z(n,p):

2 marche=0

3 saut=0

4 while marche<n:

5 saut=saut+1

6 if rd.random()<p:

7 marche=marche+1
8 else

9 marche=marche+2
10 return saut
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5.b. Soit n € [3; +oo[. Démontrer :
Vk e [in+1], P([Zy = k) = pP([Zo-r = k= 1]) + (1 = p)P([Zs2 = k — 1))

En déduire :
E(Zy) = pE(Z;1) + (1 — p)E(Zy-2) +1

e Soit k € [1;n+]. D'aprés la formule des probabilités totales avec (U, D;) comme systeme complet
d'évenements :

P(Z, = k) = P(Ui N[Z, = K]) + P(Dy N[Z, = K])
= P(U)Py, ([Z, = k]) + P(D1)Pp, ([Z, = K])
= pPy, ([Zy = KI) + (1 = p)Pp, ([Z, = k])

J P(Uy) et P(Dq) sont non nulles

Or :
* Supposons Uy réalisé. Autrement dit, la grenouille a effectué un saut d'une marche pour débuter.

Dans ce cas [Z, = k] est réalisé si, et seulement si, la grenouille atteint ou dépasse les
n — 1 marches en k — 1 sauts restants

si, et seulement si, [Z,—1 = k — 1] est réalisé
Dol :
]PU] ([Zn - k]) - ]P([ZH 1= k — 1])
* Supposons D réalisé. Autrement dit, la grenouille a effectué un saut de deux marche pour débuter.

Dans ce cas [Z, = k] est réalisé si, et seulement si, la grenouille atteint ou dépasse les
n — 2 marches en kK — 1 sauts restants

si, et seulement si, [Z, > = k — 1] est réalisé
D'ou :
IPL% ([Zu - k]) - ]P([ZH*Z =k — 1])

Conclusion : Vk € [1;n+ 1], P([Z, = k|]) = pP([Z,-1 = k= 1]) + (1 = p)P([Z,—> = k —1]).

e On sait que Z,(Q) C [1; n]. Alnst Z,(Q) est fini, donc Z, admet une espérance et :

E(Z,) = kP([Z, = k
( ) ; ([ ]) J point précédent, licite pour tout k € [1;n + 1]

n

= k(pP([Z1 = k=1]) + (1 = pP([Z, 2 = k= 1]))

= J i = k —1 dans les deux sommes
ORI CRE R WAR T
= pil]P([Z,71 =)+ piw([zM =)

+(1=p) i iP([Z,—> =i]) + (1 —p) EP([ZH = i)

i=0 i=0
=pE(Z, 1) +p+ (1 =pEZi2)+T1—p
= pE(Zy1) + (1 = p)E(Z,2) +1

J Zy1(Q) C [0;n = 1] et Z,5(Q) C [0;n — 1]

Conclusion : E(Z,) = pE(Z,-1) + (1 — p)E(Z,—2) + 1.

5.c. On pose, pour tout n € N*, u, = E(Z,) — an, avec @ un réel. Déterminer la valeur du réel a de sorte que
(tn)nens soit une suite récurrente linéaire d'ordre 2 a coefficients constants. En déduire E(Z,) puis un équivalent
de E(Z,) lorsque n tend vers +oo.

e Soit n € [3;4+00]. On a :

u, =E(Z,)—an
— PE(Zy1) + (1 = p)E(Zys) +1—an
=pu, 1+ (1 =plu,o+apn—="1)+al—=p)n—-2)+1—an
=pu,q+ (1 —=p)u,—»+ap—2a+1
=pup_1+ (1 =plu,—r+alp—2)+1

J question précédente, licite car n > 3
J E(Zy1) = Up_1 + a(n—1) et E(Zy_2) = tp_> + aln —2)

1
On pose donc a = 5, de sorte que (u,),en+ Soit une suite récurrente linéaire d'ordre 2 a coefficients
- P

constants.
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e Lasuite (u,),en- est une suite récurrente linéaire d'ordre 2 & coefficients constants avec x> —px—(1—p) = 0
comme équation caractéristique, dont les solutions sont 1 et p — 1.
Par conséquent, il existe deux uniques réels a, B, que l'on considére ensuite, tels que :

YneN, u,=a+Bp-1)""

Remarque

Il n'est pas nécessaire de déter-
miner explicitement E(Z,) pour en
déterminer un équivalent.

En effet, a partir de cette étape,

Ensuite : 4ona llT u, = a..Donc
1 1T— -
* Z suit la lot certaine égale a 1, donc E(Z;) = 1 et ainst uy = 1 — - = - £ Eizn) = 2—p 0N ce
7 2=p 2-p qui donne E(Z,) ~ o
* 2,(Q) = {1;2}, ona P([Z =1]) = P(Dy) = 1—p, dot P([Z, = 2]) = p et donc E(Z) =1+ p ce oo 2—p
2
qui donne u, =1+ p — ﬂ = %
On obtient, apres résolution de systeme :
_1-p 37(/)4)2
2=p2 " (2—p)
Dot : .
’] o 7’] n
Vne N u,= p+Ip ))
(2—=p)
1— —1 n+1 L epe .
Conclusion : Vn € N*, E(Z,) = pEip 7 ) + ! . ] Venfuf:atnon
(Z — p)~ 2 — p Rapidement, on vérifie que le
4 résultat est correct quand n = 1...
1— 1 n+1 1—
e Puisque (1 —p) €]0;1[, on a: lim ptlp . " p7, et donc
n—+oo (2—=p) (2 —p)
T—p+(p-—1"" ( n )
PV 7 _ 4
—p)? n—+o0 -
(2—=p) 2=p Veérification
En prenant les cas limites p = 0
et p = 1, on trouve un résultat
. ) n cohérent puisque, st p = 1, alors
Conclusion : E(Z,) ,H:OQ 0 P. la grenouille saute une seule
marche a chaque fois (et donc
E(Z,) =n it n)etsip =0,
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00
alors elle sauf de 2 en 2 et donc
E(Zn) ~ 5

n—+o00 2




