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Énoncé
Soit p ∈]0; 1[. Une grenouille monte les marches d’un escalier (supposé infini) en partant du sol et en sautant :

• ou bien une seule marche, avec probabilité p ;
• ou bien deux marches, avec probabilité 1 − p.On suppose que les sauts sont indépendants les uns des autres.

1. Question de cours. Rappeler la valeur de l’espérance et de la variance :
• d’une variable aléatoire X suivant la loi binomiale de paramètres n ∈ N⋆ et p ∈]0; 1[ ;
• d’une variable aléatoire Y fonction affine de X , c’est-à-dire Y = aX + b, (a, b) ∈ R2 .

2. Dans cette question, on observe n sauts de la grenouille et on note Xn le nombre de fois où la grenouille a sauté une marche et Yn le nombre demarches franchies.
2.a. Justifier la loi suivie par la variable aléatoire Xn .
2.b. Exprimer Yn en fonction de Xn puis en déduire l’espérance et la variance de Yn .

3. Pour tout k ∈ N⋆ , on note pk la probabilité que la grenouille passe par la marche k . Déterminer les valeurs de p1, p2 puis établir une formule derécurrence reliant pk et pk−1 pour tout k ⩾ 2.
4. En déduire la valeur de pk pour k ∈ N⋆ .
5. Soit n ∈ N⋆ . On note désormais Zn le nombre de sauts nécessaires pour atteindre ou dépasser la n-ième marche.

5.a. Écrire une fonction Python qui prend en entrée un entier n et la probabilité p et renvoie une simulation de la variable aléatoire Zn .
5.b. Soit n ∈ J3; +∞J. Démontrer :

∀k ∈ J1; n + 1K, P
([Zn = k ]) = pP

([Zn−1 = k − 1]) + (1 − p)P([Zn−2 = k − 1])
En déduire :

E(Zn) = pE(Zn−1) + (1 − p)E(Zn−2) + 1
5.c. On pose, pour tout n ∈ N⋆, un = E(Zn) − an, avec a un réel. Déterminer la valeur du réel a de sorte que (un)n∈N⋆ soit une suite récurrentelinéaire d’ordre 2 à coefficients constants. En déduire E(Zn) puis un équivalent de E(Zn) lorsque n tend vers +∞.
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Corrigé
Très bon exercice (adapté) sur uneexpérience très classique. Il seraitégalement possible de s’intéresserau nombre de façons de franchirles n premières marches parexemple (suite de Fibonacci...).

♥ L’avis du chef ! ♥Soit p ∈]0; 1[. Une grenouille monte les marches d’un escalier (supposé infini) en partant du sol et en sautant :
• ou bien une seule marche, avec probabilité p ;
• ou bien deux marches, avec probabilité 1 − p.On suppose que les sauts sont indépendants les uns des autres.

1. Question de cours. Rappeler la valeur de l’espérance et de la variance :
• d’une variable aléatoire X suivant la loi binomiale de paramètres n ∈ N⋆ et p ∈]0; 1[ ;
• d’une variable aléatoire Y fonction affine de X , c’est-à-dire Y = aX + b, (a, b) ∈ R2 .Voir cours.

2. Dans cette question, on observe n sauts de la grenouille et on note Xn le nombre de fois où la grenouille a sautéune marche et Yn le nombre de marches franchies.
2.a. Justifier la loi suivie par la variable aléatoire Xn .

✓ L’expérience consiste en n répétitions indépendantes de la même épreuve de Bernoulli dont le succès"sauter d’une seule marche" a pour probabilité p.
✓ La variable aléatoire Xn prend alors comme valeur le nombre de succès sur ces n répétitions.

Conclusion : Xn ↪→ B(n; p).
2.b. Exprimer Yn en fonction de Xn puis en déduire l’espérance et la variance de Yn .

• Sur les n saut observés, la grenouille a ainsi effectué Xn sauts d’une seule marche et donc n − Xn sautsde deux marches. Par conséquent :
Yn = Xn × 1 + (n − Xn) × 2= 2n − Xn

• Puisque Xn admet une espérance et une variance, la variable aléatoire Yn également (fonction affine de
Xn) et :

E(Yn) = E(2n − Xn) linéarité de l’espérance= 2n − E(Xn)= 2n − np= n(2 − p)ainsi que :
V(Yn) = V(2n − Xn)= (−1)2V(Xn)= np(1 − p)

3. Pour tout k ∈ N⋆ , on note pk la probabilité que la grenouille passe par la marche k . Déterminer les valeurs de p1, p2puis établir une formule de récurrence reliant pk et pk−1 pour tout k ⩾ 2.Notons, pour tout k ∈ N⋆ , Mk l’évènement "la grenouille passe par la marche k " (de sorte que pk = P(Mk )) ainsique, pour tout i ∈ N⋆ , Ui l’évènement "la grenouille saute d’une marche au i-ème saut" et Di = Ui .
• On a immédiatement :

M1 = U1D’où :
p1 = P(U1)= p

• L’évènement M1 est réalisé si, et seulement si, la grenouille saute d’une seule marche aux premier et secondsauts ou elle saute de deux marches au premier saut.Ainsi :
M2 = (U1 ∩ U2) ∪ D1D’où :

p2 = P((U1 ∩ U2) ∪ D1)
D1 et U1 sont incompatibles, donc D1 et U1 ∩ U2 également= P(U1 ∩ U2) +P(D1) indépendance des sauts= p2 + 1 − p

On pourrait également utiliserla FPT avec (U1, D1) commeSCE... On utiliserait le fait que
D1 ∩ M2 = D1 (car D1 ⊂ M2) etle fait que PU1 (M2) = P(U2)...

Remarque

• Soit k ∈ J2; +∞J. Raisonnons sur Mk ...
Mk est réalisé si, et seulement si, la grenouille ne pas par la marche ksi, et seulement si, la grenouille passe par la marche k − 1 et qu’elle ef-fectue ensuite un saut de 2 marches
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Il existe donc un entier i0 ∈ N⋆ , que l’on considère ensuite, tel que
Mk = Mk−1 ∩ Di0D’où :

pk = 1 −P(Mk )= 1 −P(Mk−1 ∩ Di0 ) indépendance des sauts= 1 − (1 − p)pk−1

Conclusion : ∀k ∈ J2; +∞J, pk = 1 − (1 − p)pk−1 .
On pourrait également établir unerelation de récurrence d’ordre 2sur la suite (pk )k∈N⋆ ... On trouve-rait, pour tout k ∈ J3;+∞J :

pk = ppk−1 + (1 − p)pk−2

Remarque

4. En déduire la valeur de pk pour k ∈ N⋆ .D’après la question précédente, on voit que la suite (pk )k∈N⋆ est arithmético-géométrique... Si un+1 = aun + b (a ̸= 1) :
• résoudre x = ax + b
• poser vn = un − α , où α est lasolution de x = ax + b
• montrer que (vn) est géomé-trique (de raison a)
• donner le terme général de (vn)et en déduire celui de (un).

♣ Méthode !

• Soit x ∈ R. On a :
x = 1 − (1 − p)x ⇐⇒ x(2 − p) = 1

p ∈]0; 1[, donc 2 − p ̸= 0
⇐⇒ x = 12 − p

Notons α = 12 − p .
• On a ainsi : {

∀k ∈ N⋆, pk+1 = (p − 1)pk + 1
α = (p − 1)α + 1D’où, en soustrayant la ligne 2 à la ligne 1 :

∀k ∈ N⋆, pk+1 − α = (p − 1)(pk − α)
Dès lors, la suite (pk − α)k∈N⋆ est géométrique de raison (p − 1) et de premier terme p1 − α avec :

p1 − α = p1 − 12 − p

= 2p − p2 − 12 − p

= − (p − 1)22 − pPar conséquent : pour tout k ∈ N⋆ :
pk − α = − (p − 1)22 − p (p − 1)k−1

= − (p − 1)k+12 − p

Conclusion : ∀k ∈ N⋆, pk = 1 − (p − 1)k+12 − p .
5. Soit n ∈ N⋆ . On note désormais Zn le nombre de sauts nécessaires pour atteindre ou dépasser la n-ième marche.

5.a. Écrire une fonction Python qui prend en entrée un entier n et la probabilité p et renvoie une simulation de lavariable aléatoire Zn .
1 def simule_Z(n,p):
2 marche =0
3 saut=0
4 while marche <n:
5 saut=saut+1
6 if rd.random()<p:
7 marche=marche +1
8 else :
9 marche=marche +2

10 return saut
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5.b. Soit n ∈ J3; +∞J. Démontrer :
∀k ∈ J1; n + 1K, P

([Zn = k ]) = pP
([Zn−1 = k − 1]) + (1 − p)P([Zn−2 = k − 1])

En déduire :
E(Zn) = pE(Zn−1) + (1 − p)E(Zn−2) + 1

• Soit k ∈ J1; n+K. D’après la formule des probabilités totales avec (U1, D1) comme système completd’évènements :
P

([Zn = k ]) = P(
U1 ∩ [Zn = k ]) +P(

D1 ∩ [Zn = k ])
P(U1) et P(D1) sont non nulles= P(U1)PU1([Zn = k ]) +P(D1)PD1([Zn = k ])= pPU1([Zn = k ]) + (1 − p)PD1([Zn = k ])

Or :

✱ Supposons U1 réalisé. Autrement dit, la grenouille a effectué un saut d’une marche pour débuter.Dans ce cas [Zn = k ] est réalisé si, et seulement si, la grenouille atteint ou dépasse les
n − 1 marches en k − 1 sauts restantssi, et seulement si, [Zn−1 = k − 1] est réaliséD’où :

PU1([Zn = k ]) = P([Zn−1 = k − 1])

✱ Supposons D1 réalisé. Autrement dit, la grenouille a effectué un saut de deux marche pour débuter.Dans ce cas [Zn = k ] est réalisé si, et seulement si, la grenouille atteint ou dépasse les
n − 2 marches en k − 1 sauts restantssi, et seulement si, [Zn−2 = k − 1] est réaliséD’où :

PD1([Zn = k ]) = P([Zn−2 = k − 1])
Conclusion : ∀k ∈ J1; n + 1K, P

([Zn = k ]) = pP
([Zn−1 = k − 1]) + (1 − p)P([Zn−2 = k − 1]).

• On sait que Zn(Ω) ⊂ J1; nK. Ainsi Zn(Ω) est fini, donc Zn admet une espérance et :
E(Zn) = n∑

k=1 kP
([Zn = k ]) point précédent, licite pour tout k ∈ J1; n + 1K

= n∑
k=1 k

(
pP

([Zn−1 = k − 1]) + (1 − p)P([Zn−2 = k − 1]))
i = k − 1 dans les deux sommes

= p
n−1∑
i=0 (i + 1)P([Zn−1 = i]) + (1 − p) n−1∑

i=0 (i + 1)P([Zn−2 = i])
= p

n−1∑
i=0 iP

([Zn−1 = i]) + p
n−1∑
i=0 P

([Zn−1 = i])
+ (1 − p) n−1∑

i=0 iP
([Zn−2 = i]) + (1 − p) n−1∑

i=0 P
([Zn−2 = i])

Zn−1(Ω) ⊂ J0; n − 1K et Zn−2(Ω) ⊂ J0; n − 1K= pE(Zn−1) + p + (1 − p)E(Zn−2) + 1 − p= pE(Zn−1) + (1 − p)E(Zn−2) + 1
Conclusion : E(Zn) = pE(Zn−1) + (1 − p)E(Zn−2) + 1.

5.c. On pose, pour tout n ∈ N⋆, un = E(Zn) − an, avec a un réel. Déterminer la valeur du réel a de sorte que(un)n∈N⋆ soit une suite récurrente linéaire d’ordre 2 à coefficients constants. En déduire E(Zn) puis un équivalentde E(Zn) lorsque n tend vers +∞.
• Soit n ∈ J3; +∞J. On a :

un = E(Zn) − an question précédente, licite car n ⩾ 3= pE(Zn−1) + (1 − p)E(Zn−2) + 1 − an
E(Zn−1) = un−1 + a(n − 1) et E(Zn−2) = un−2 + a(n − 2)= pun−1 + (1 − p)un−2 + ap(n − 1) + a(1 − p)(n − 2) + 1 − an= pun−1 + (1 − p)un−2 + ap − 2a + 1= pun−1 + (1 − p)un−2 + a(p − 2) + 1

On pose donc a = 12 − p de sorte que (un)n∈N⋆ soit une suite récurrente linéaire d’ordre 2 à coefficientsconstants.
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• La suite (un)n∈N⋆ est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 à coefficients constants avec x2−px−(1−p) = 0comme équation caractéristique, dont les solutions sont 1 et p − 1.Par conséquent, il existe deux uniques réels α, β , que l’on considère ensuite, tels que :
∀n ∈ N⋆, un = α + β(p − 1)n−1 Il n’est pas nécessaire de déter-miner explicitement E(Zn) pour endéterminer un équivalent.En effet, à partir de cette étape,on a lim

n→+∞
un = α ... Donc

E(Zn) = n2 − p + o
n→+∞

(n), ce
qui donne E(Zn) ∼

n→+∞

n2 − p .

Remarque

Ensuite :
✱ Z1 suit la loi certaine égale à 1, donc E(Z1) = 1 et ainsi u1 = 1 − 12 − p = 1 − p2 − p .

✱ Z2(Ω) = {1; 2}, on a P([Z2 = 1]) = P(D1) = 1 − p, d’où P([Z2 = 2]) = p et donc E(Z2) = 1 + p cequi donne u2 = 1 + p − 22 − p = p − p22 − p .
On obtient, après résolution de système :

α = 1 − p(2 − p)2 ; β = (p − 1)2(2 − p)2D’où :
∀n ∈ N⋆, un = 1 − p + (p − 1)n+1(2 − p)2

Conclusion : ∀n ∈ N⋆, E(Zn) = 1 − p + (p − 1)n+1(2 − p)2 + n2 − p . Rapidement, on vérifie que lerésultat est correct quand n = 1...
Vérification

• Puisque (1 − p) ∈]0; 1[, on a : lim
n→+∞

1 − p + (p − 1)n+1(2 − p)2 = 1 − p(2 − p)2 , et donc
1 − p + (p − 1)n+1(2 − p)2 = o

n→+∞

(
n2 − p

)

Conclusion : E(Zn) ∼
n→+∞

n2 − p .
En prenant les cas limites p = 0et p = 1, on trouve un résultatcohérent puisque, si p = 1, alorsla grenouille saute une seulemarche à chaque fois (et donc
E(Zn) = n ∼

n→+∞
n) et si p = 0,alors elle saut de 2 en 2 et donc

E(Zn) ∼
n→+∞

n2 ...

Vérification
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