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} CHLE{TREUX GRAND CLASSIQUE

SOMME DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES A DENSITE

DEFINITION 4 PRoDUIT DE CONVOLUTION

Petite remarque

Soient f et g deux fonctions définies sur R et continues sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points. .
Par changement de variable af-

+oo
Le produit de convolution de f et g est la fonction x — j f(x — t)g(t)dt. fine, on remarque que[ flx—
+00 e

On notera f * g cette fonction lorsquelle est existe. Hg(t)dt = 1(t)g(x — t)dt

Dot : fxg ;Dog * f (cohérent avec
l'appellation).

LEMME 1 EXISTENCE DU PRODUIT DE CONVOLUTION

Soient f et g deux fonctions définies sur R.
Si: f et g sont des densités de probabilités et que f (ou g) est bornée sur R, alors la fonction f * g est définie
et continue sur R.

*
DEMONSTRATION : Supposons que f et g sont deux densités de probabilités. Par symétrie de f et g, supposons que f est continue
et bornée sur R.

e Existence de f x g.
+00

Soit x € R. Montrons que l'intégrale / f(x —t)g(t)dt = / f(t)g(x — t)dt est convergente.

—00 —00

+0o0

% Puisque f est bornée sur R, il existe un réel M € R, que nous considérons ensuite, tel que : Vy € R, f(y) < M.
Ainsi, f étant positive (cest une densité), on a :

VEER 0K flx—t) <M

= Pour info...
D'ot, g étant positive sur R (c'est une densité) : En intégrant cet encadrement, on
constate que f % g est positive et
VtER, 0< fx—t)g(t) < Mg(t) majorée... par M |
+00 +0o0
* Mais g est une densité, donc / g(t)dt est convergente (et vaut méme 1). D'oli la convergence de Mg(t)dt.
—00 —00
+o0
Par critere de comparaison sur les intégrales a intégrande positive, on en déduit que l'intégrale / f(x — t)g(t)dt est
—0Q
convergente.
On a ainsi établi : pour tout x € R, f x g(x) existe. Autrement dit, la fonction f * g est définie sur R.
o Continuité de f x g.
On admet la continuité de f * g sous les hypothése faites (nécessite des connaissances qui sortent du programme d'ECQ).
]
Lol DE LA SOMME DE DEUX VA INDEPENDANTES
Soient X et Y deux variables aléatoires de densités respectives fy et fy. Important !
St X et Y sont indépendantes et que la fonction fy * fy existe sur R, sauf éventuellement un nombre fini de points, D'aprés le lemme précédent, si fx
alors la variable aléatoire X + Y est a densité et la fonction fy * fy en est une densité. ou fy bornée sur R, alors X + Y

est a densité et fy * fy en est une
densité sur R.

*
DEMONSTRATION : Largement hors programme.. .

EXEMPLES 1

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes deux la loi exponentielle de parameétre 1. Montrons
que X + Y est a densité et donnons-en une densité.
Les variables aléatoires X et Y suivent toutes deux la lot exponentielle de parametre 1, dont une densité est la fonction f : x —
e six=0
0 six <0
Notons Z = X + Y.

Pourquoi ?
e Puisque X et Y suivent une loi exponentielle, on considere X(Q) = R™ et Y(Q) = R™. D'oti : Z(Q) C R™. f est constante sur | — o0; 0,
positive et majorée par 1 (car
e Puisque X et Y sont indépendantes et que f est bornée, on a : décroissante..) sur R*.

— Par le calcul :
f x f est définie et continue sur R; et X 4 Y est a densité, de densité f * f. Supposons x < 0.

f*f(x):/ f(x — Bf()dt =

+00
f(x—=t)f(t)dt (car f est nulle
* Stx €]—o00;0: 4jo 7( ?() :
Puisque Z(Q) C R*, on a fz(x) = 0. UL Nt comme v 0, on
V>0, x— . :
vt > 0, f(x —t) = 0. Et ainsi,
f+f(x)=0.
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Notons fz = f * f. Soit x € R. Distinguons deux cas.
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* St x €0;+o0] :
fz(x) = fxf(x)

J f est nulle sur | — oo; 0
)Vt>xfu—n=0

J
B /0 flx—nf(dt ) x 20, donc pour tout t € [0;x], t > 0etx—t>0
J
J
xe

—x s
Conclusion : la variable aléatoire X + Y est a densité et a pour densité la fonction f7 : x — { 66 it i 2 8

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes deux la loi uniforme sur [0; 1]. Montrons que X + Y

est a densité et donnons-en une densité.
' o ' _— L 1 i 0;1
Les variables aléatoires X et Y suivent toutes deux la lot uniforme sur [0; 1], dont une densité est f : x — { 0 :n);ne [0:1]

Notons Z = X + Y.
e Puisque X et Y suivent la lot uniforme sur [0; 1], on considére X(Q) = [0;1] et Y(Q) = [0; 1]. D'oti : Z(Q) C [0; 2].
e Puisque X et Y sont indépendantes et que f est bornée, on a :
f x f est définie et continue sur R; et X + Y est a densité, de densité f x f.
Notons fz = f * f. Soit x € R. Distinguons deux cas.

* St x €] — 00; 0UJ2; 09
Puisque Z(Q) C [0;2], on a fz(x) = 0.

* Sixe[0;2]:
fz(x) = [xf(x)
+00
= /7100 fle = (0 dt J f est nulle en dehors de [0; 1]
= / f(x — t)f(t)dt
OW
= / f(x — t)dt
0
Or:
0<t< 0<t<
0<x—t<1 A x—1<t<x
& max(0;x—1) <t <min(1;x)
Distinguons des cas.
o Sixel[0;1]:
Dans ce cas x — 1 <0, et ainsti :
max(O;x71) =0 ; mtn(1;x) =X

D'aprés ce qui précede, on a ainsi :
1 X

[O fx—fdt = ‘/Ox fix — f)dt J vVt e[0;x], x—te€[0;1) car x < 1

= / 1dt

0
= X

o Sixell;2]:
Dans ce cas x — 1 > 0, et ainsi :

max(O;x—1)=x—1 ; mln(1;x)=1

D'apres ce qui précede, on a ainst :

1 1
/(; fx—t)dt = /XT1 fix — f)dt J Viex—11], x—te[0;1] car x > 1

= 1dt
x—1
= 1-x-=1
= 2—x
X st x €10;1]
Conclusion : la variable aléatoire X + Y est a densité et a pour densité la fonction f7 : x — 4 2—x  six €]1;2]
0 sinon

Veérification ——
En vérifie la continuité de fz sur
R..

X Attention !
On ne peut pas remplacer f(x — t)
par 1 pour tous les t € [0;1] | En
effet, si x = 2 et t = 0,5, alors
x—t=1,5¢[0;1].. Vigilance
constante !

— & Méthode !

1
e Pour calculer f(x — t)dt, on

0
a besoin de remplacer f(x —t). On
sait que t € [0; 1] La question est
donc de savoir quand x —t € [0; 1]
pour savoir quand f(x —t) = 1..
o L'écriture avec min et max n'est
pas nécessaire mais peut aider a
la compréhension.

Vérification ———
En vérifie la continuité de f sur

R..
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PROPRIETES 1 STABILITE DES LOIS NORMALES

P1# Soient iy, 1, € R et 01, o
probabilisé.
Ona:

Ona:

Yk € N*, Xp = A (g, 0f)
X1, X5, ... sont indépendantes

€ R} ainsi que Xj et X, deux variables aléatoires définies sur le méme espace

X1 = JV(LH; 012)
Xo = N (1; 03)
X et X5 sont indépendantes

= Xi + Xo = N (i + ;0 + )

P2# Soient (uk)ken+ une suite de réels, (0y)ren+ une suite de réels strictement positifs ainst que (Xi)ken+ une
suite de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé.

} — Vn € [2; 400, Xi+Xot.. 4 X, > A (+tht.. A1y 0P 4+07 4. +07)

*
DEMONSTRATION :

Xi > N (1; 0f)

P1# Supposons : X — N (10; 03)

. Notons f; et f, des densités respectives de Xy et X». On a ainsi :

X1 et Xo sont indépendantes

Vx €R, fi(x) =

Notons Z = Xj + Xo.

2 2
1 exp( 1(X—u1) ) b 1 exp( 1()(—;/2) )
—= o hix) = -5
\/2na? 2\ o \/2ma? 2\ @

e Puisque Xj et X suivent des lois normales, on considere X1(QQ) = R et X3(QQ) = R. Dot : Z(Q) C R.

e Puisque Xj et X3 sont indépendantes et que f1 (f, également) est bornée, on a :

f1 % f> est définie et continue sur R; et X7 + X5 est a densité, de densité f; x f>.
Notons fz = f1 % f,.

+« Commencons par traiter un cas particulier : st ty = pp = 0.
Soit x €R. Ona:

700 = hebi
_ / filx — (1)t

0
/+oo 1
—exp
—00 2
1

Petite remarque

On retient que la somme de deux
VA indépendantes suivant une

lot normale suit encore une lot
normale. Les propriétés sur l'espé-
rance et la variance permettent de
retrouver les parametres...

Pourquoi 7 ———
f1 est positive, croissante sur
] — oo; 1] et décroissante sur
[t11; 400], donc elle admet un
maximum en fi.

Elle est donc bornée sur R...

Petite remarque

L'argument oy, 0o > 0 n'est pas
nécessaire, car on donne souvent
une expression de la densité dans

( 01,00 >0
2no ) laquelle apparait \/717 au lieu
1 oo -2 xt P £ o
= 5 / exp 272+272*ﬁ*ﬁ dt de !
0102 J—oo 0 o ai ) V2rno?
x? j*‘x’ 2t £ t .
= —exp|— — - - —
270100 P 207 | Jooo P 202 207 207
Or, pour tout t e R :
2t P (07 + o)t?  2xt
2012 2012 2022 2012(722 2(712 J en posant 0 = \/0f + 07 . = Rappel...
1 2 X Sta#+0:
= S | oat -2t b\? [b)?
2 \ ofos o] a?t?=2bt = |at—=| —| =
2 2 2 a a
—1 o X0 X“ 05
= — —t—-—] - 5 C'est une sorte de mise sous
2 0102 a0 0° 03 forme canonique...
_ e ) 2 X2
2 \oom ooy 202012
D'ou :
) 1 X2 N X203 +oo “1( o ! 2 Jt
Xx) = ex ex —t—-— i
4 270105 p 2012 2020% . p > 010 oo ) change(r’nent de variable .
=2 X it i
B 1 o XZ(—UZ + 022) /+oo o iuz 010 J u 00 icite car affine
270107 P 2020} - P12 0’ = of + 07
1 7X2 a0y +o0 —1 2 ! ’
= 7exp(—)—/ exp(—u)du
270107 20? 0 Joo 2

R B (;1 (5)2)
V2ra V2 o
On reconnatlt la densité de la lot normale A4/(0; 02).
Par conséquent : Z < A4(0; 0'12 + 022),
* Cas général.
Puisque X7 — A (11; 012) et Xo — A (i; UZZ), ona:
Xi — = N (0,07)

D'aprés le cas précédent, on en déduit :

Xo — i = N (0; 035)

X1+ X0 — (10 + 1) = A(0; 0f + 03)
Et ainsi :
X1 4+ Xy — A (i1 +l12§012+022)

400 w2
/ e Zdu=V2n
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Conclusion : X1 + X5 — A (11 + 12; 012 + 022).

* )
P2# Supposons que ke N7, X - ‘/,V(pk’ %) . Procédons ensuite par récurrence... Petite remarque
X1, X2, ... sont indépendantes :
On est dans un cas classique de
e Initialisation. Pour n = 2 : 'si clest vrai pour 2, alors clest
Cest P1. vrai pour n € [2;+o0[".. Que

o Hérédité. Soit n € [2;+ool Supposons Xi + Xo + ... + Xy <> A (i + 2 + .. + pi; 07 + 05 + ... + 07) et montrons | Lon démontre par récurrence, en

P P ) utilisant le cas de 2 (et le lemme
X1+ X0+ o+ X = A+ + o+ 107 + 07 + o+ 0 yg)- des coalitions ici).
Notons Z, = X7+ X2+ ...+ X,;,. On a:

X1 +XZ + .. +Xn+1 = Zn + Xn+1
Mais :
% par hypothese de récurrence, Z, — A (111 + 12 + ... + tn; 012 + 022 + ..+ Unz);

* les variables aléatoires X1, X2, ..., Xj), Xj,1+1 sont indépendantes, donc, par lemme des coalitions : Z, et X1 sont
indépendantes ;

o Xps1 = N ln41: 0541)
D'ou, d'aprées P1 :
Zn + X1 = N + 12+ oo+ fpy1; 07 + 05 + o+ 024q)
['hérédité est ainsi établie.

Conclusion : Vn € [2;+oo, X1+ Xo+ ...+ Xy = A (i1 + 112+ ... +yn;012 -+ 022 + .+ 03).
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